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Concours Général des Lycées, Session 2008

Correction

Exercice 1:

3
1). S est un parabole de sommet [0; —5 )

2.a). Soit (#; ») un couple de nombres réels.

On aalors fiy(x) = U M(x) = \/ (= w)? + (f() = v)* dott gy(x) = (x — u)* + 5377

2 (x2 3 4 4
Par suite g7' (x) =2(x —#) + 2X— x| — == = == —— x—-2u
3 3 2 9
4 4
Par suitegL:"(x)z—xZ—g v=—(x%—0»).

On résout g;" (x) = 0. On distingue 3 cas:
* si» <0, alors I’équation g;" (x) = 0 n’a pas de solution.

* si» =0, alors I’équation g;" (x) = 0 admet 0 pour unique solution.

* si > 0, alors équation g;" (x) = 0 admet 2 solutions \/7 et —\/7.

b). Remarquons que fi; = 4/ gy et comme la fonction x — V x est strictement croissante sur R* et que g; est 2 valeurs dans

R* par définition, alors la fonction fa les mémes variations que la fonction gy;.
Remarquons de plus que dans tous les cas:
* gy' est continue sur R.

* g est un polynéme de degré 3, dont le coefficient des x> est positif donc L;nn gu'(x)=—oc0et I;{n gy (x) = +oo.
X—>—00 X 0

On distingue 3 cas:

Siv<0:
On a montré que gi;" (x) = 0 n’a pas de solution dans R.

1 est clair que g¢;" (x) > 0 pour x € R, comme trindme du second degré ayant un coefficient des x? positif.

Alors gy;' est strictement croissante sur R.

Le théoreme de bijection permet donc d’affirmer que I’équation g;' (x) = 0 admet une unique solution @ ; dans R .

Comme la fonction g;' est strictement croissante sur R, on en déduit donc g¢;' (x) <0 pour x €] — o0, @ [ et g;' (x) > 0 pour
x €] ay; +ool.

Par suite gg; est strictement décroissante sur | — oo; @ ;] et strictement croissante sut [@ 75 +o0].

Partant f; est strictement décroissante sut | — oo; @ ;] et strictement croissante sut [ 7; +oo[.

Sip=0:

On a montré que g;" () = 0 admet 0 pour unique solution dans R.

1l est clair que g¢;" (x) > 0 pour x € R* et g¢;" (0) =0 comme trindme du second degré ayant un coefficient des x? positif.
La fonction g¢;' est donc strictement croissante sur R.

Comme précédemment, on en déduit donc qu’il existe un unique réel @ ¢ tel que g¢;' (@ ;) = 0.

Donc gy; est strictement décroissante sur | — oo; @ (7] et strictement croissante sut [@ (7; +00].

Partant fy; est strictement décroissante sur | — 0o; @ 7] et strictement croissante sur [ ;; +ool.
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Siv>0:

On a montré que gy;" (x) = 0 admet deux solutions \/7 et —\/7 dans R.

1l est clair que gi;" (x) > 0 pour x €] — co; —W[U] \/7; +oo[, g¢" (x) > 0 pour x €] — \/7; \/7[ comme trinébme du second
degré ayant un coefficient des x? positif et deux racines distinctes.

Par suite la fonction gy

]—\/;;\/7[-

La fonction g¢;' est continue sur R.

On sait que gg;' (—\/7) > gy (\/7)

Il y a donc 5 cas:

est strictement croissante sur | —oo; —V v [ et sur ] Vv ;+oo[ et strictement décroissante sur

* soit g7 (—V v ) <0 donc gy' (\/ v ) < 0 alors I’équation g;;' (x) = 0 admet une unique solution @ (; dans ] Vv ;+oof et
gu'(x) <0 pourx €] —oo;ay[ et gy' (x) > 0 pout x €] & ; +00[.
La fonction gy est alots strictement décroissante sur | — oo; @ ;[ et strictement croissante sut [« ; 40o[.

La fonction f; est alots strictement décroissante sut | — oo; @ ;[ et strictement croissante sut [ 7; +oo[.

* soit gy’ (—\/7) =0 alors gy’ (\/7) <0 et donc ’équation g¢;' (x) = 0 admet 2 solutions, /7 et une autre solution

@y €]V ;+ool,
Donc gy (x) <0 pour x €] — oo —W[U] - \/7; aylet gy’ (x) >0 pour x €] & y; +ool.
La fonction g; est alors strictement décroissante sur | — oo; @ ;[ et strictement croissante sut [@ 75 +oo].
* soit gg;' (—\/7) >0 et gy (\/7) > 0, alors I'équation g;' (x) = 0 admet une unique solution @ ; €] — oo; V[ et
gu'(x) <0 pour x €] — co;a ;[ et gi;' (x) > 0 pour x €] @ 55 +ool.
La fonction g est alors strictement décroissante sur | — oo; @ ;[ et strictement croissante sut [@ 7; +oo].

La fonction f; est alors strictement décroissante sutr ] — oo; @ ;[ et strictement croissante sur [ ; +ool.

* soit gy’ (—\/7 ) >0et gy’ (\/7 ) =0, alors ’équation g;' (x) = 0 admet admet 2 solutions, Vv et une autre solution

ayE€l—oo;—vVul.
Donc gy;'(x) <0 pour x €] — oo; @ ;] et g5 (x) > 0 pour x €]l @ 3 Vo [Ul Vo 5 +oo[.
La fonction gy est alors strictement décroissante sur | — oo; @ ;[ et strictement croissante sut [ ;; +0o[.

La fonction fy; est alors strictement décroissante sur | — oo; @ [ et strictement croissante sut [@ (7; +00].

* soit gy (—\/ v ) >0 et gy (\/ v ) <0, alors I'équation gy;'(x) =0 admet admet 3 solutions, une solution
@y €l-o Vo[, Bu€l-Vr;Voletyy€lVr;+ool.
Donc gy;'(x) <0 pour x €] — oo; & ;[ Ul By v ul et gu' (x) > 0 pour x €] @ 115 B[ U]y 1; +ool.
La fonction g; est alors strictement décroissante sur | — oo; @ ;[ et sur [B ;¥ yl et strictement croissante sur [@ ; B[ et sur
[y v +ool.
La fonction f; est alors strictement décroissante sur | — oo; @ ;[ et sur [B ;v yl et strictement croissante sur [a 7; B[ et sur

[y u; +ool.

1l reste a vérifier que ces cing cas existent.

4 5 4w 4 4 3
On a gU'(_ﬁ):B(_ﬁ)_?(_‘/7)_2”:_5”‘/7"'3” v—uzgpﬁ—Zu et
4 5 4w 4 4 8
gLr'(ﬁ)z—(ﬁ) —?(\/7)—2%25Dﬁ—gﬁﬁ—ﬂz—gﬁ\/_—Zﬂ.

9
11 est clair alors que 'on peut trouver un couple pour chaque cas.

4 4 1
Par exemple, dans ordre précédent, (#; v) = (15 1), (#;0) = (6, l), (w;0) =(-1;1), (w;v) = [_6; 1) et (u;v) = (Z, l).

2a X3
3). Le coefficient directeur de la tangente en M(a) a S est ? (en effet S represente la fonction f:x > ? _E de dérivée

2x 2a
)= 7) donc un vecteur directeur de cette tangente est [1; ? )
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2
a
Un vecteur directeut du rayon (U M(a)) a pout coordonnées [a —u— —— = ﬂ].

3
2
Donc un vecteur directeur de la tangente a C en M(a) a pour coordonnées [v -— + —sa— u)

Les deux tangentes coincident alors (elles passent par M(a), donc ont un point commun) si et seulement si leurs vecteurs
directeurs sont colinéaires.

2a x2 3
Par suite les deux tangentes coincident si et seulement si 1X(z—u#)—— (p -— 4+ 5] =0 dou si
2a (% 3
(@-m)+—|—~—-—-v|=0.
3(3 2

2x(x* 3
Rappelonsalorsque(gU'(x)ZZ(X_”).,.2><7 ?_ -l

2a dZ 3 gU'(ﬂ)
Parsuite (¢ —u)+— |— —— —v]|= .

33 2 2
Finalement les deux tangentes coincident si et seulement si g;' (#) = 0 et donc le cercle de centre U et de rayon U M(a) est

tangent en M(a) si et seulement si g;;' (a) =

4.a). D’apres Iétude faite a la question 2.b)., on sait que ’équation g¢;' (x) = 0 admet toujours au moins une solution et au plus 3
solutions.
Partant tout point n’appartenant pas a S est centre d’au moins un et d’au plus 3 cercles tangents a .
4.b). D’apres Iétude réalisée a la question 2.b)., on sait que 'équation g;' () = 0 admet:
* une unique solution si » < 0

* si »>0, on a montré que le nombre de solutions de ’équation g’ (x) =0 dépend des signes de g¢;' (—\/7 ) et
gu' (‘/7)

Si les images g¢;' (—V v ) et gy’ (\/ v ) sont de méme signe non nulles, "équation n’a qu’une seule solution, si 'une des deux

images est nulle, alors 'équation admet 2 solutions et si elles sont de signes différents non nulles alors 'équation admet 3 solu-

tions.
D’apres la régle des signes, les images g¢;' (—\/7) et gy (\/7) sont de méme signe non nulles si gr;' (—\/7) gu' (\/7) >0, 'une
des deux est nulle si g¢;' (—\/T)gU' (\/7) = 0 et sont de signes différents si g;' (—ﬁ)gU' (\/7) <0.

Caleulons g (—Vv ) g0 (Vo).
Oﬂagu'(—ﬁ)gu'(ﬁF(Ev\/_—Zﬂ)(—Sm/_—zﬂ)z

celui de 81 #2 — 16 3.

4(81 #% =16 1°)
81

et donc le signe de g¢;' (—\/7) v’ (\/7) est

81 X
Or 81142 —=161>>05i814#2>162° ot — #* > 1»® et donc comme la fonction x — v x est définie et strictement croissante sur

16
81
R, on obtient » < 3| — #* .
16

On en déduit donc:

esi0<y< ‘*’ — % , alors I’équation g¢;' (x) = 0 admet une unique solution,
esiv= ﬂ — u , alors I’équation g¢;' (x) admet deux solutions,
°siy> ‘*} — h , alors I’équation g¢;' (x) = 0 admet 3 solutions.

Finalement:

81
cn(U)=1siv< 3 — i,
16
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81
cn(U)=2siv= 3 — #*
16

81
cn(U)=3siv> 3 — ## .
16

| 81
Ainsi en tragant la courbe représentative de la fonciton 4 : x> 1_6 x? , Cest a dire la courbe d’équation 81 x2 — 16 52 =0, le

cercle de centre U et de rayon U M(x) est tangent en M(x) a S pour:
* 1 unique valeur de xsi U est en dessous de la courbe d’équation 81 x% — 16 > =0;
* en 2 valeurs de xsi U est sur la courbe d’équation 81 x% — 16 > =0

* en 3 valeurs de x si U est au-dessus de la courbe d’équation 81 x% — 16 y? = 0.

On obtient le graphique:

On a représenté ci-dessus, la parabole P en bleu, la fonction gr;' en violet, le cercle de centre U en rouge, la tangente commune

au cercle et a P en bleu-noir.
En vert, la frontiere, au-dessus de laquelle, un cercle de centre U admet 3 tangentes communes avec P (on peut observer ci-

dessus que I'abscisse du point de tangence coincide avec un zéro de gy;"), sur laquelle un cercle de centre U admet 2 points de
tangence avec P et en-dessous de laquelle, un cercle de centre U admet un unique point de tangence avec P.

5.a). Soit a dans R.

@ 3 ] 2a a2 3

2a
Une équation de la tangente D(a) en M(a) a S est y= ? (x—a)+ (z - 5 dou y=— x— E - E

b). On note a nouveau U le point de P de coordonnées (#; ).

2a 2 3 3
OnaUeD(a)sietseulementsiyz? u—— —E d’oﬁaz—Zﬂa+3(I)+E)=0.
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3 ” 3
On reconnait un trinébme du second degté (P(2)) dont le discriminant est A = (-2 1)’ —4x1%3 (v + 5) =12 [; —5 —v].
7 3 3 7”3
Ainsi si » <— ——, A> 0, équation a deux solutions, si v =— — 5, I’équation a une solution et si » > ? _E I’équation

n’admet pas de solutions.
Géométriquement, on obtient donc que si U est en dessous de S, il y a deux tangentes distinctes a § passant par U, si U est un

point de S, la tangente a § en U passe par U (trivial) et si U est au dessus de S, il n’y a pas de tangente a S passant par U.

c). On suppose que l'équation U € D(a) admet deux solutions distinctes @ et a, telles que que U M(a) = U M(a,).

3
Les nombres a; et a, sont donc solutions de ’équation &> =2 #a + 3 (1} + —) =0.
2

3
—2u 3(r+5) 3
Parsuitea1+a2=—( . )=2ﬂet4142=f=3(0+5).

2 2 2 2
a 3 as 3
On suppose que U M(a) = U M(a,) donc g;(ay) = gyla,) Lot (4 — #? + [7 - - p] =(ay—u)* + [7 _E — y) .
ﬂlz 3 2 ﬂ22 3 2
Alors (@ =2 =(ay—w)?+|— ———=»| =|— == =»| =0 d’ou
3 2 3 2
412 422 LZ12 422 3
(a1 —a)(a+ar=-2m)+|— —— || — +— —2[0+—) =0.
3 3 3 3 2

Oray +ay, —2u=0donc il reste:

1 1 5 2 3
3(a1+a2)(al—az)(g (ay +ay) _gﬂlﬂZ_Z(”“'E)):O

2u 442 2 3 3

2 e[ 2 (o)l
3 3 3 2 2

2u 442

— (a1 —ay))|— —4v—-6|=0

E—

8u ? 3

— (a1 —ay)|— — —v|=0.

3 07 2

? 3 ?* 3
Or d’apres la question précédente, ’équation a deux solutions si » > ; - E donc [; _E - v] *0.

De plus @ # a, donc il reste # = 0.

d). Soit U € P. On suppose maintenant qu'il existe un cercle de centre U tangent a § en deux points distincts M et N de .

Remargue: 1a différence par rapport a la question 3 est qu’ici le rayon du cercle n’est pas imposé.

Soit M et N deux points distincts de 5, d’abscisses respectives @ et a' avec a # a'.
2a a2 3
Alors une équation de la tangente en M est y=— (x—a) +|— —— | et une équation de la tangente en N est
3 2

24 % 3
=—(x—a)+|— ——|
7 3 3 2

Puisque @ # ', alors les deux droites n’ont pas le méme coefficient directeur, elles ne sont donc pas paralléles.

Elles admettent donc un point d’intersection.

Soit ' le point d’intersection des deux tangentes.

Remarquons que U M = U N puisque U est le centre d’un cercle passant par M et N.

Le point U est donc un point de la médiatrice D du segment [M N].

Puisque la tangente en M est perpendiculaire a (U M), puisque la tangente en N est perpendiculaire a (U N) et puisque (U M) et
(U N) sont symétriques pat rapport a la médiatrice D , alors les deux tangentes sont symétriques pat rapport a D.

Leur point d’intersection est donc un point de D, médiatrice de [M N].
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Par suite I M =17 N.

e).Soit U un point du plan n’appartenant pas a S pour lequel il existe un cercle de centre U tangent a § en deux points distincts M
et N.

On a montré a la question précédente que les tangentes en M et en N a S s’intersectent en point I du plan tels que I M =17 N.
Or d’apreés la question 5.c)., on sait que si un point du plan est tel qu’il existe deux tangentes a § passant par ce point tel que de
plus ce point soit équidistant des points de tangence alors son abscisse est nulle.

Par suite I'abscisse de 17 est nulle: 17 est un point de I’axe des ordonnées.

Notons M = M(a) (i.e. a 'abscisse du point M).

Comme § est symétrique par rapport a (O ), alors la droite symétrique a la droite (I M) par rapport a (O y) est tangente a la
courbe S au point M(—a), symétrique de M par rapport a (O y).

Par suite N = M(—a).

En effet, on a montré que par un point du plan, il passe au plus deux tangentes a S par ce point.

Enfin comme U appartient a la médiatrice de [M N], et que la médiatrice de [M N] est donc (O y), alors U € (O y) et ainsi # = 0.

Déterminons I'ordonnée de U (lidée ici est de voir si U peut étre n’importe ou sur (O y) ou non).
On sait que 2 # 0 puisque M # N donc M(a) # M(~a).

De plus on a U M(a) et un vecteur directeur de la tangente D(a) a § en M(a) orthogonaux.

P2 3 2a
Comme U M(a) a pour coordonnnées [a -0; — — 5 - Z/) et un vecteur directeur a D(a) a pour coordonnées (1; ? ), il vient
2a (a2 3 245 2a a>
axl+—|——-———-y|=0dou— —— vr=0ectdoncovr=—.
313 2 9 3 3

On en déduit donc » > 0: le point U est un point de 'axe (O y) d’ordonnée strictement positive.

Vérifions que réciproquement tout point de 'axe (O y) d’ordonnée strictement positive est centre d’un cercle tangent a § en deux
points distincts.

On pose U(0; ») avec » > 0.
On posealors a=vV3v.

2 3 ] 248 24 2V3 0\ 23 Ao
- —p|l=— - - =0
9

2a
On a alors aX1 +? — -

— V= ct
3 2 3 3 3
2a\( (-2 3 24> 2a 2\/?1) v 2\/?\/7#
—gx1+(——) —— == +— == + =0.
3 3 2 9 3 3 3

Donc le vecteur m est orthogonal 4 un vecteur directeur de la tangente a § en M(«) et orthogonal a un vecteur directeur de
la tangente a § en M(—a).

De plus comme S est symétrique par rapport a (O ), que U € (O y) et que M(a) et M(—a) sont symétriques par raaport a (O y),
on a clairtement U M(a) = U M(—a).

Donc le cercle de centre U et de rayon U M(a) passe par M(a) et M(—a) et est tangent a § en ces deux points.

En conclusion, ensemble des points U du plan, n’appartenant pas a § tel qu’il existe un cercle tangent a S en deux points

distincts est 'ensemble des points de I’axe des ordonnées dont 'ordonnée est strictement positive.

Exercice 2:
Le plan est rapporté a repere orthonormé (O; 7 7)
1). On considere un triangle .4BC dont aucun c6té n'est paralléle a I'axe des ordonnées O .

A toute droite D non paralléle a (O y), on associe les points 4", B' et C'intersections de D avec les paralléles a (O y) menées par

A, B et C respectivement.
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Montrer qu'il existe une unique droite D pour laquelle la somme s des longueurs 44"+ BB'+ C C' est minimale et la

caractériser.

Notons A(x 45 y .4), Bloxp; yp) et Clxxe; yo): onsait x 4 # xp # xc.
Soit D une droite non paralléle a (O y): D admet une équation réduite de la forme y=mx+ p.
Onaalors A" (x 45 mx 4+ p), B'(xp; mxp+ p)et C'(xc; mxc+ p).

Onaalors s(m; p)=|mx 4+ p— y 4l +|mxg+ p— ygl+|mxc+ p—ycl.

Montrons que quel que soit la pente de la droite D, c’est a dire quel que soit son coefficient directeur #, la distance s est minimale

quand la droite D passe par un des sommets du triangle.

Soit donc 7 € R.

Quitte a réordonner les points A4, B et C', on peut supposer y 4 —mx 4 < yp—mMXp=< Jc — mMXc.

Onposea=y j—mx_, b= ygp—mxpgetc= yc—mxc.

Alots on obtient s(w; p) = |p —al + |p — bl + | p — ¢| est une fonction de p, continue et affine par morceaux.
a—p+b—p+e—p=-3ptat+tb+c six=<a
p—a+tb—p+rc—p=—p—a+b+c sia<x=b

On a s(m; p) = . .
p—atp—b—c+p=p—a—-b+c¢ sib<x<c¢

p—a+p—b+p—c=3p—a—-b—-¢ sic<x

Les coefficients de p sont dans cet ordre =3, =1, 1 et 3 donc la fonction est décroissante sur | — oo; 4] et croissante sur [4; +oo[.

Elle atteint donc son minimum en x = b égal a —a + ¢.

Par suite, a un coefficient 7 donné, le minimum de la distance est réalisé pour p = b= yp — m xp, ou B est choisi de telle sorte

que y 4= mxX 4SS Yp—mMXp= Yo —MXc.

Le point B appartient a la droite D d’équation y=mx + (yp — m xp).

On en déduit qu'une droite D, si elle existe réalisant le minimum de la distance s doit passer par un des sommets du triangle.

Ainsi la distance s(m; p) est réduite a s(m)=|mx 4 — y 4+ yp—mxpl+lmxc— yc+ yp—mxgl dou
s(m) = |m(x g —xp) = (94— yp)l + lmlxc = xp) = (e — Bl
La fonction s(7) est continue sur R et affine par morceaux.
Ja—JB Jc—JB
Onposemyp=—"—"—"—¢tmpe=—"—.
X 4—Xp X —xp
On a:
—m(xq=xp)+(ya—yp) —mxc—xp)+(c—yp) six=map
o si map<mpe, sm)= Mxg—xp)— (4= yp)—mxc—xp)+(Yc—yp)  simap<x=mpc dou
mx 4 =xp)=(ya—yp) +mlxc—xp) = (yc—yp)  simgc<x
Cxp+xg+x)m+(ya+ yc—2yp) six<m_p
simy=3 (cq=x)m=(y4—yc) sim p<x<=<mpc
(xg+xc=2xp)m—(y 4+ yc—2yp) Simpc<x
—m(xqg=xp)+ (4= yp) —mxc—xp)+(c—yp) six=mpc
o st omyc<myp, sm)=3 —mlxq—xp)+(y 14— yp) tmlxc—xp)—(yc—yp) Simpc<x=<myp dou
m(x g =xp)=(ya—yp)+mlxc—xp)=(yc—yp)  simqp<x
Cxpg=(xq4+xNm+(ya+ yc—2yp) sixsmpc
stmy={ ~(xa=x)m+(ya=yc) simpc <x=<myp.
(xq+xc—2xp)m—(y 4+ yc—2yp) simyp<x
11 est clair que quel que soit les cas, la fonction s change de variations puisque 2xp5 — (x 4 +x¢) = —(x 4 + x¢ — 2xp) et quelle
n’est pas constante puisque x 4 ¥ x ¢ donc x 4 — x¢ # 0.

La fonction s admet donc un minimum atteint pout 7 = 45 ou m = mgc.

Par suite on peut en déduire d’'une part quil existe une unique droite D pour laquelle la somme s des longueurs
AA"+ BB'+ C C' est minimale et d’autre part qu’une telle droite D prolonge un des c6tés du triangle.

En effet, on a montré que quel que soit le coefficient directeur de la droite D, cette droite doit passer par un des sommets du
triangle.

Parmi toutes les droites passant par un sommet du triangle, il existe une droite réalisant le minimum pour s et cette droite a pour
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coefficient directeur, le coefficent directeur d’une des deux droites prolongeant les cotés du triangle passant par ce sommet: c’est
donc une des droites définies par deux sommets du triangle.
Par suite 'une au moins des 3 droites prolongeant les cotés du triangle réalise le minimum pout s.
Par suite la droite D existe et prolonge 'un des c6tés du triangle.
Le minimum s est alors:
JB~ A

ou —— (xc=xD+Uc—J)
XB T X4

JIJp—JA _
(xc=x)+(c—y4)| et on obtient
XB T X4

xe=xallmag—macl=Ixc—xpllmap—mpcl (1);

oulx g —xpllmpge—m gl =Ix4—xcllmpec—macl (2);

oulxg—=x4llmyc—mapl=|xp—xcllmac—mpcl (3).
Supposons 'un des deux rapports égaux.
Par exemple (1) = (2).
Il vient alots | yg—m 4cl =|m 45— mpcl =mpc —m 45| puisque |x 4 — x| =|xc —x 4 #0.
Comme ABC est un triangle non aplati, alors les droites (A B), (A C) et (B C) ne sont pas paralleles et donc leurs coefficients
directeurs ne sont pas égaux.
Onadoncm yg#Fm 40, macEFmpcetmgpFmpedoulm qg—m 4ol F0et\m yg—mpel#F0et|mpe—m 45 #0.
On obtient alors, |x—x 4| =|xc—xpl, lx 4 —xpl=lx 4 —xclet|xpg—x 4 =|xp— x|
Alots x ¢ —x 4 =xc —xp doux 4 =xp impossible, ou x ¢ —x 4y = —xc+xpdou2xc=x 4+ xp.
Puis de méme, 2x 4 = xp+ x .

X 4+ Xxp
On obtient alors 2 x 4 = x5+ ——— d’ou x4 = xp: impossible.
2

Dans tous les cas, on ne peut avoir égalité. Aucun des trois rapports n’est égal a un autre, il y en donc un plus petit que les deux
autres.

11 y a donc unicité de la droite D. Un seul des cotés du triangle réalise le minimum pout .

On peut vérifier que la droite réalisant le minimum est celle passant par les sommets du triangle ayant les abscisses extrémes.

On le vérifie aisément avec un graphique:

4L
21
) A
B R G .
2L
i\
4L
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2). Considérons une droite D paralléle a (O y) d’équation x = a.
Quitte a réordonner les points, on peut considérer x 4 < xp < xc.
Ba+(x 4+xptxe) sidsxy
-+ (—x 4+ xp+xc) sixyg<asxp
Alors sy(@) =|a — x 4| + |l — xp| + @ — x| = . .
@+ (—x y—xp+xc) sixg<a@=<x¢
3a+4+(—x4—xp—x¢c) sixg<a
La fonction s est continue et donc elle admet un minimum absolu en @ = xp égal 4 |xp — x 4| + |xp — x| =x¢ — x4 (avec la
convention x4 < xp < x):

La droite D passe donc par un des sommets du triangle.

Considérons une droite D non parallele 2 (O y). Elle admet donc une équation cartésienne de la forme mx+ p— y=0.

) ] |25+ p— 9yl
La distance d’un point M de coordonnées (x; y) a D est alors donnée par d(M; D) = ——— .

1+ P

lmxq+p=—yal+lmxg+p— ypl+lmxc+p—ycl

\/1+m2

Un raisonnement analogue a la question précédente montre qu’a # fixé, la fonction de p , 51(7; p) admet un minimum pour p tel

Ainsi s1(m; p) =

que la droite D passe par un des sommets du triangle.

Dans tous les cas, on peut donc considérer une droite D passant par un des sommets du triangle.

Montrons qu’alors il existe une droite réalisant un minimum pour s.

On distingue 2 cas:
* le cas ou la droite est extérieure au triangle;

* le cas ou la droite est intérieure au triangle.

ler cas: la droite D est extérieure au triangle. On suppose qu’elle passe par 4.

On a donc la figure suivante:

-2

/

Soit I le milieu de [B C].
Le projeté orthogonal de I sur D est le milieu de [B' C'], ou B’ et C" sont les projetés orthogonaux de B et C'sur D.
En raisonnant avec le théoréme des milieux dans les triangles B’C’C et CBB’, on obdent BB'+ C C'=2K L.
La distance K I est alors minimale si la droite D est un des deux cotés du triangle.
On peut observer sur le dessin , D étant extérieure au triangle, que la distance K I est la somme de deux longueurs:
* de ] au coté du triangle en suivant la direction (K I);
* du c6té au point K en suivant la direction (K I).

Lorsque D est un des c6tés, la premicre longueur est minimale (le projeté orthogonal réalise le minimum de la distance d’un point
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extérieur a tous les points d’une droite) et la deuxieme est nulle.

2d cas: La droite D est intérieure au triangle. On suppose qu’elle passe par A.

On obtient la figure:

Onaalors sy =BB'+ C C'=BK, ou Kest le projeté orthgonal de C sur (BB").

Il est clair que B'K = C"'C.

B K est la longueur du projeté orthogonal du segment [B C] sur la direction orthogonale a la droite D.
Ainsi BK = B C cos(K B C).

Or la droite D étant intérieure au triangle, elle prend les positions entre les droites (A B) et (A C).

T A
Le cosinus étant décroissant sur [O; E ], plus la droite D s’éloigne des cotés plus 'angle K B C est petit et plus la longueur BK est

grande.
La longueur B K est donc minimale lorsque D est un des cotés du triangle.

Finalement dans les 2 cas ci-dessus, 54 est minimale lorsque D est un des cotés du triangle.
s1 est alors réduite a la longueur d’une des hauteurs du triangle. Elle est donc minimale quand la droite D est le c6té le plus grand
du triangle (on peut penser a I'aire du triangle).

Par suite, sauf si le triangle est isocele, la droite D est unique.

Pour conclure, il reste 2 comparer cette distance avec I'écart

Exercice 3:

1). On note | x] la partie entiére du nombre x, pour tout réel x.
Notons ¢le prix au kilo des cotellettes et 7 le prix au kilo du roti.
On déduit des informations de 1’énoncé:

¢ 10, 75X¢] + [0, 25% 7] =18

* |0, 25%¢] +10, 5xr|=17.

On cherche donc les nombres ¢ et 7 solutions du systeme ci-dessus.

Alors comme |0, 75X¢|<0,75¢<0,75¢]+ 1, on en déduit 0,75¢—1<]0,75Xc]<0,75¢ et de méme
0,25r—-1<|0,25%r] <0, 257.

La premiere égalité donne donc linégalité 0, 75¢+ 0, 257 =2 < |0, 75¢] + [0, 257] <0, 75¢+ 0, 25 r.

Par suite, on obtient finalement, 18 <0, 75 ¢+ 0, 25 r < 20.

De méme, 17<0,25¢+0, 5r<19.
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18<0,75¢+0, 257 <20
Les nombres ¢ et  doivent donc vérifier le systeme .
17=<0,25¢+0,5r<19

Le point de cootdonnées (¢, ) doit donc étre:
* en dessous de la droite d’équation 0, 75 x + 0, 25 y=20;
* au dessus de la droite d’équation 0, 75 x + 0, 25 y =18
* en dessous de la droite d’équation 0, 75x + 0, 25 y =19 ;
* au dessus de la droite d’équation 0, 25 x + 0, 5 y =17.

Les points d’intersection de ces 4 droites sont:
A(18, 45 24, 8), B(16, 8; 29, 6), C(13, 6; 31, 2) et D(15, 2; 26, 4).
On en déduit que le couple (¢; 7) est le coupe de coordonnées d’un point situé dans le parallélogramme représenté ci-dessous.

prix du roti
32

30 -

28 -

24

22 T S L «————— prix des cotelletes
12 14 16 18 20

Ainsi on sait que 13, 6 <¢ <18, 4 et 24, 8§ <r <31, 2.

Néanmoins toutes les valeurs ne conviennent pas: par exemple |0, 75X 15, 2] + [0, 25%26, 4] =11 + 6 =17 # 18.
1l faut donc affiner.
Obsetvons les fonctions x = [0, 75x] et x = [0, 25 x| sut [13, 6; 18, 4] et les fonctions y+ [0, 25 y| et y 10,5 y] sur

[24, 8; 31, 2].

prix des cotellettes prix du r6ti
14 20
12
15
10
8
10
6
4 5
2
0
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Ainsi:
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44
10 si13,63x<?

44

11 si— =x<16 .
3 3 s§il13,6=<x<16

ex> |0, 75x] = 4 silo6=x<18,4

5 etxr—>|_0,25x]={

12 silosx<—
3

52
13 si? =x<18,4

12 si24,6=< y<26
o s 6 si24,8<y<28 o 13 si26< y<28
025 0= g g < 31,2 POy G <30

15 si30=< y<31,2

Par suite, les possibilités pour le couple (¢; ) sont:
44 52
 pout le ler ticket: (¢; ) € [?; 16[x[28;31, 2l car 11+ 7 = 18 ou (5 ) €[ 16 S [X124,8x28] car 12+ 6 =18
* pour le 2d ticket: (¢; 7) € [13, 6; 16[x[28;30[ car 3+ 14 =17 ou (¢; ) € [16; 18, 4[X[26;28[ car 4 + 13 =17.

44 52
Par recoupement, (¢; 7) € [? ; 16[ X [28;30[ ou (¢;7) € [16; ? [x[26;28].

L’ensemble des prix possibles est alors représenté par les deux rectangles en bleu ci-dessous, sauf les frontieres supérieures, en

vert.

prix du roti
32

30 -

28 -

26 -

24

22 R . T — L ~———— prix des cotelletes
12 14 16 18 20

2). Notons 7 le nombre de produits vendus, et py, ..., p, les prix au kilo de chaque produit.

Notons N le nombre de tickets de la journée.

Alors pour tout &€ {1;...; N}, le £-iéme ticket donne une équation de la forme (E ) : [py .z x1]+ ... + Lup;é X”J =54, OU [l 4
est la quantité de produit au prix p;vendue a la £-iéme vente pout 7 € {1; ...; #} et 5, la somme totale portée sur le £-iéme ticket.

Le n-uplet (py; ...; p,) est une solution de I’équation (E ) pour £€ {1;...; N}.

Or pour tout £ € {1;...; N} et tout 7 € {1; ...; n}, il existe un réel €;., > 0 tel que la fonction x |, , x] est constante sur

[pispi+e€i .l

1 1

g; — (g+ 1
/“li;k lui;k

En effet, la fonction x + |, , x| est constante sur R si pt;., = 0 et sinon sur tout intervalle de la forme [

pourge”Z.



Concours Général, Classe de Terminale S |13

1 1

Sip;.. =0, tout €,,, convient, sinon il existe donc un entier ¢ tel que p; € [— g; — (g+ D[ et un réel €;,, > 0 tel que
/uz';/e /Jl';k
1 1
[Pz; pi+6i;k[c [— 7; — (g + DL
Hisk Hisk

Alors pour tout £ € {1; ...; N}, tout z-uplet (x1; ...; x,) tel que x; € [p;5 p; + €, [ pourie{l;...; n} est solution de (E ).

En effet le n-uplet (pq;...; p,) est solution et |p; px;0=p; ¢p;,] pour ie{l;..;n} donc
Lﬂl;/zX1J+---+|_ﬂp;/eXnJ= ;e o1l + - +|_ﬂp;/ePnJ:f/a~

On pose alors §; = min(€; . ; &€ {1;...; N}) pourie{l;...;n}

Remarquons que ;>0 pour 7 € {1; ...; #} puisque €;,, > 0 pour £€ {1;...; N} et donc [p; p; + 6, est un intervalle non réduit
aun élément pour 7 € {1; ...; #} et donc contient une infinité d’éléments.

Pour tout &€ {1;..; N}, x> |y, . x| est constante sur [p; p, +0,[Cp;; pi+e€; 4l et L o x;1=1p;. ¢ p,;] pour tout
x;€lpspi+oil

Ainsi tout z-uplet (xq; ...;x,) tel que x; € [p;; p; + 0, pour i €{1;...; n}, est solution de (E ;) pour £€ {1;...; N}.

Les intervalles ([ p 5 p; +6,1) jeq1,.. .y étant non réduits a un élément, il existe une infinité de z-uplets (x4; ...; x,) vérifiant toutes
les équations (E ;).

La donnée de tous les tickets de la journée ne peut en aucun cas permettre de déterminer le prix exact de chacun des produits

vendus.



