Concours Général des Lycées, session 2009

Correction

Exercice 1: Analyse.

Le but de l'exercice est la recherche des fonctions fdéfinies sur R, a valeurs dans l'intervalle [—1; 1], vérifiant pour tout réel x la

1= /()
relation f(2x) =2 f (x)* =1, telles que f(0)=1et que — admette une limite lorsque x tend vers 0, que 'on notera @ .
x

On rapelle que tout réel xde [—1; 1], s'écrit de facon unique x = cos(f) avec 6 dans [0; 7].

. 2/ . 206 . (0\\2
1-cos) 1-(1-2 smz(-z)) 2 smz(-Z) 1 Sm(_z)
1.a). On a pour 6 # 0, = = ==X .
petf a2
X3 (z) 2
NN VAN
sin(a@) Slﬂ(‘z) 1—cos(@) 1 sln(-z)
Or on sait que Lim =1 donc Lim| =1 et ainsi comme =—X on obtient finalement
a0 -0 o 62 2 14
2 2
1—-cos(@) 1
Lim =-—
6-0 02 2
260 n
b). On pose ¢(8) = sin(f) — — pour f [0; E ]
T

2
¢ est dérivable et @' (6) = cos(8) — —.

bis

by 2
On sait que la fonction cosinus est continue strictement décroissante sur [O; E] a valeurs dans [0; 1] et donc comme — € [0; 1],
Vs

T 2
on sait qu'il existe un unique réel 6, € [0; E] tel que cos(f) =—.
T

Vs
Par suite comme cosinus est strictement décroissante sur [O; —], alots cos(f) > cos(f) pour 0 <6 <6 et cos(d) < cos()
2

n
poutf, <0$E.

b
Par suite alors cos(d) > — pour 0 <6 <6 et cos(d) <— pourf, <= E
b bd

T
Ainsi @' (0) > 0 pour 8 € [0;0p[ et ¢' (6) <0 pour B €]6; E]

Vs
Alors la fonction ¢ est croissante sur [0; 6] et décroissante sur [90; - ]
2

U
bis 2%~ Pis
Remarquons alors que ¢(0) =0 et ¢(E) =1-—2 =0 et donc on en déduit que ¢(6) = 0 pour tout 6 € [O; E]
bid
26 Vg
Ainsi on a bien sin(f) = — pour tout § € [O; - ]
n 2

6> b s
On pose alors Y(0) = cos(d) — [l - —] pour tout € [O; - ]
by 2
20
Y est dérivable et on a ¥' (0) = —sin (0) + — = —¢(0).
T
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T T bis
On avu que ¢(6) =0 pour tout 8 € [0; E] donc ¥' (0) =0 pour tout 6 € [O; E] et ainsi ¥ est décroissante sur [O; E ]

P s 6>
Alors comme ¥(0) =0, on en déduit que () <0 pour tout 6 € [0; E] et par suite on a donc cos(f) <1 —— pour tout
Vi

T
6‘6[0;5].

x
2). Soit fne fonction solution du probléme. On se donne un réel x et I'on pose pour tout entier naturel 7, f(—) =cos(#,), avec
271

6, dans [0; 7].

_ B A C))
a). On sait que Lim——— =« €R.
x—0 XZ
1- f(x) ,
Alors comme pour tout réel x#0, f(x)— f(0)= f(x)—1= —x? ><—2 , on en déduit que
X
. . 1=
Lim f(x)—1= le(—XZ)Xle — =0.
x—0 x—0 x—0
La fonction f est continue en 0.
X X
On sait que pour tout réel x € [—1; 1], Lim z = 0 donc par continuité Lim f(;) = f(0)=1.
n—+oco D" n—>+00 n

x
Par suite comme pour tout entiet 7, f(—) = cos(8,), alors Lim cos(d,) = 1.
2}1 n—+oo

On sait que pour tout entier #, 0 < 6, < 7, et on peut assurer que pour tout 7 assez grand, 0 <, < —.

Vs
En effet s'll existe toujours un entier # assez grand tel que — <8, <, alors —1 < cos(f,) < 0 et donc pour tout réel € tel que
2

0 <e<1,il existe un entier # tel que | cos(f,) — 1| > € en contradiction avec Lim cos(d,) = 1.

n—>+00
(1= cos(6,)) (1= cos(6,))
Ainsi pour # assez grand, on obtient§,” < —— etdonc0<0,< | — .
T n
1 —cos(8,)
Finalement comme Lim cos(f,) =1,ona Lim (| ———— =0etdonc Lim 8,=0.
n—+oco n—+oo T n—>+0co

x X X X \)2
b). On sait qucf(;)=cos(9”) et que f(;):f[Zx )=2(f( )) —1=2cos*(f,,1) —1=cos(26 ).

2n+1 2n+1

Ainsi pour tout entier 7, cos(8,) = cos(20,,,1).

6,1 _0;1
Alots on en déduit 26, =60,2m) ou26,,,=-60,2mx) dou26,,, = E (mMyoub, = T (n).

T T =0, 0,
Par suite en choississant un entier N tel que pour tout entier p = N,0<6,<— etdonc — < <nmdouf, =—.
2 2 2
c). Ectablir que « est positif et que f(x) = cos(x V2a )
1- f(%) 1- COS(G ﬂ) 0;12 9772
Pour tout entier naturel = N, on a = et cos(f,)<1—— dou 1 — cos(d,) = — et donc
T

) )

)

=
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1-/z)
Comme Lim — ., =4on déduit de l'inégalité précédente que a = 0.
n—>+00 ( X )

01\‘7 X 95\;‘
On a pour tout entier #= N, 0, = - et donc f(;) =cos(d,) = cos[ \,] .
—N 7 2n=N
1= /) C1=/3)
Or Lim——— =a4donc Lim ———— =a.
x=0 XZ n—+o0o (_@c )2
o
1—cos(d) 1 1 -COS(;§§<) 1
De plus Lim —— =— donc Lim ——— =— #0.
0-0 02 2 n—-+00 ( [N )2 2
2»1*.‘\'

x zr On )2 2
©) (35) O x O x N
Remarquons que = = car f( ) = cos etdonc 1 — f(—) =1-cos - |

1—(:()5(%) (?‘(n )2 211—1\7 X ; 2;1—1\' o

oS
on-N

2
0 N a
Ainsi par quotient de limites, on obtient Lim =—=2a
1
2

n—+oo| Hn—N X
+ 2 >
0 Y (68 0 Y (0x)
Or - | =|— | indépendant de » donc Lim - | = .
=N X =X n—+oo| on=N X =
2 2N 2 2N
N X \2 x x
Finalement | — :2ﬂd'0f101\‘*2:(_\r) X2aectainsify=—V2a oufy=———+V2a carOy=0ectxe[-1;1]
2N
x x x x x
On en déduit donc f(—\) =cos(fy) = cos[—y V2a ) ou f[ \,) =cos(@y) = COS(__\' V2a ) = cos[ . V2a ) car cosinus
2N 2N 2N 2N 2N

est paire.

X X X 2
Remarquons alors que pour tout entier naturel £ < N, f( 2N—(k—1)) = f(2>< ZN—,@) =2 f( ZN%] -1

x x
Alors si on suppose que f( ) = cos( V2a ), on obtient

IN-£ ON—k
x x x x
j( )ZZCOSZ( VZa)—lzcos(Z—\/Za)zcos( \/Za).
ON=(%-1) oN-£ oN-£ N=(4-1)

x x
Comme la propriété f(ﬁ) = cos(ﬁ V2a ) est vraie pour £ =0 et comme elle est héréditaire, on peut en déduire qu'elle
21‘ J—

est vraie pour tout £< N.

x x
Ainsi pour £= N, on obtient f(x) = f( ) = cos( V2a ) = cos(x V2a ) Cqfd.

IN-N 2N-N

Exercice 2: Probabilités, Jouons aux dés.

1). On ne marque rien si chaque face porte un numéro différent.

Il y alors 20X 19X 18 X 17 combinaisons de numéros différents et il y 2 20* combinaisons au total.

20x19%x18x17 2907
La probabilité de ne rien marquer est alors de = ~ 0.72675.
204 4000

2). Soit « compris entre 1 et 20. Déterminons pout tout £ < 4 la probabilité d'avoir exactement £ nombres « parmi les dés lancés.

Soit @ compris entre 1 et 20.

1
Pour chaque dé, la probabilité de I'événement "la face obtenue est la face 4" a pour probabilité 2—0 .
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1

Ainsi "obtenir la face @ avec un dé" est une épreuve de Bernoulli de parametre de succes —.

Chauge dé est indépendant des autres.

Le lancer des 4 dés est donc un shéma de Bernoulli d'ordre de 4.

1
La variable aléatoire donnant le nombre de # obtenus suit donc une loi binomiale d'ordre 4 et de paramétre de succes —.

4N\ (1 \e[19\+*
Par suite pour £ <4, on a p(" on a exactement £ nombres # parmi les dés lancés ") = ( ) ( ) ( ) .

#)\20) (20
On obtient:
Nombresde z | 0 1 2 3 4
Iy 19* 193 19 RN NS
probabilité P 4XW GXW 4x o | 2
194 193 157757
3). On a (X,=0)= »("0 nombre &") + p("1 nombre 4") = — + 4X— = et
P P P
204 204 160000
192 19 1 2243
(X,=1)= p("2 nombres 2") + p("3 nombres ") + p("4 nombres ") = 6X— +4X— +— = .
P P P P
20% 20 20* 160000
On a donc:
X, 0 1
cobabilité | 157757 | 2243
p 160000 | 160000

20 20
Onaalors G = Za X, et ainsi comme l'espérance est linéaire E(G) = Zg E(X,).

a=1 a=1
157757 2243 2243

+1X =
160000 160000 160000
2243 20 2243 (1+4+20)x20 471030
= ~2, 94

a= X = X Z,
160000 Z 160000 2 160000

a=1

Remarquons alors que pour tout entier @, 1 < 2 < 20, E(X,) =0X (indépendante de ).

Par suite E(G) =

En moyenne on peut donc espérer 2,94 points a ce jeu.

4). Pour marquer 8 points exactement, il y a 4 possibilités de tirages: 88 @ b, 888 a, 8888 et @ a b b de telle sorte que a + b =8 et
a¥b.

19 1
Onavu p(8884) =4X— et p(8888) = —.
20* 20
Pour les tirages 88 2 b, il y a 19X 18X 6 possibilités (19 choix parmi les 20 nombres moins 8, puis 18 choix pour éviter la répéti-

tions et X6 car chaque tirage peut étre fait dans 6 ordres différents: 882 4, 88 b a, ...).

19%x18x6 2052
Ainsi p(88a b)) =—— = .
204 204

6
Enfin pour les titages z @ b b, il y a 3 couples possibles (7 + 1, 6 + 2, 5 + 3), chaque couple ayant la probabilité —
20
En effet, a étant tiré, il ne reste aucune possibilité pour les autres. Par contre on a toujours 6 ordres différents.

14+4%x19+ 2052+ 3X%X6 2147

Finalement la probabilité de marquer 8 points est donc pg = ~ 0, 0134.

204 160000

5). On sait que l'espérance de gain en relancant tout est ~ 2, 94 points.

Si on garde les 2 deux, 2 possibilités: faire un double a « distinct du double 2 auquel cas le gain est 2 + « ou tout autre lancer de 2
dés, auquel cas le gain est 2.

1
Pour 4 fixé, la probabilité d'obtenir le double a « est —-
20
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2+a
Le gain moyen est alors Z .
a#2 202
1
Ensuite, la probabilité d'obtenir un autre lancer est 1 — 19X —-
20
On en déduit que le gain moyen en gardant les 2 deux est donc
2+a 19 2 1 19 19 208 19 1008
> +(1——)><2=— 24— Y x42-—=— 4 — 42— =—— x2 52
o 20% 202 2025 20745 202 202 202 202 400

On peut d'ors et déja assutrer que cette option n'est pas avantageuse.

Enfin si on garde le 11, ou les tirages ne contiennent aucun 11, ou ils contiennent au moins un 11.
On est amené a reprendre les questions 2). et 3). pour 3 lancers.
193 3% 192 3%19 1

Pour a # 11, 0ona p("aucun ") =—, p("una") = ,p("2a") = et p("3a")y=—.
203 203 203 20°
3x19 1 58
On en déduit que p("au moins 2 2") = +— =—
203 203 8000
58 11542
Ainsi le gain moyen pour « # 11 est donné par Z aX =—.
S 8000 8000
19 3%192 3%x19 1
Pour a = 11, pour 3 lancers on a toujours p( "aucun ") =—, p("una") = , p("2a") = et p("3a")y=—.
20° 20° 20° 20°
3%x19%2  3x19 1 1141
Mais comme on dispose déja d'un 11, on obtient p("au moins deux 11") = + +— =—— . Dans ce cas on

203 203 20° 8000
gagne 11.
11542 1141 24093

+ 11 =
8000 8000 8000

Par suite le gain moyen, en gardant le 11 est donné par ~ 3, 01.

En conclusion, l'option la plus avantageuse est garder le 11, mais de peu.

6). Examinons les cas.
0 Si on gatrde tout, on ne gagne rien: I'espérance est nulle.

0 Si on relance tout, on sait que l'espérance de gain est ~ 2, 94.

0 Si on garde a;, i=1a4, daprés la question précédente, le gain moyen est donné par
58 1141 (210 — 4)X58 +a;x 1141 12180 + 1083 4,

Z aXx +a; X =
8000 8000 8000 8000

ata;

On peut donc assuter qu'il faut donc garder @si on ne garde qu'un seul dé a condition que le gain moyen soit supétrieur au gain

moyen de tout relancer.

12180 + 10834, 471030
=
8000 160000

On résout donc et on obtient 21 = 10, 5 et donc il faut a4 = 11.

0 Sion garde a4 et a,, on a les possibilités:

1
* ayajaaavec a¥* ay eta¥* ayauquel cas on gagne a. La probabilité pour « donné de sortir @ 2 est — . Le gain moyen est alors
202
1 (210 —daq — 622)
I e )
2
atai etatar 20 400
19
*aiaja;aouayayayaavec a¥ayeta# ayauquel cas on gagne a ou a,. La probabilité d'un tel tirage est - et comme il y
20
38

en a 2, la probabilité des 2 cas est —.
202
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) 38 38 38
Le gain moyen est alors — a| + —— a, = H) (aq + ay).
* 4y ayaqayauquel cas on gagne a1 + a,. La probabilité d'un tel tirage est 2—10 etilya 2 cas (¢, puis @, ou a, puis ;) donc le gain
moyen est %0 (aq + ay).
2104+ 39 (ay + a5)

Finalement, le gain moyen en gardant a et a, est
400

Remarque:
En procédant de méme avec 2 des «,, on observe automatiquement que si on garde 2 dés, il faut garder a4 et a5.

210+ 39 (a; +a,) 471030 210 +39(ay +ay) 12180+ 1083 4,
> >

= et =
400 160000 400 8000
Dans le premier cas, on trouve a1 + a, = 24, 8 et dans le deuxiéme 780 a, = 7980 + 303 4.

On résout alors

Alors comme a, + 1 < a4, on obtient que #, = 17, 36.

Ainsi pour que garder les 2 dés soit plus avantageux il faut que @, = 18 auquel cas on a forcément a + a, = 25.

O Enfin si on garde a4, a, et a3, on gagne si le dé lancé affiche a4, a, ou a3.
1 ay+ar+as
La probabilité d'un tel tirage est — pour chaque «; et donc le gain moyen est ——————
20 20

(De méme qu'auparavant, en gardant 3 dés, le plus avantageux est de garder les 3 dés les plus "forts".)
ay+ay+a; 471030
>

20 160000

On résout et on obtient alors @y + a, + a3 = 58, 88: impossible (20 + 19 + 18 = 57).

En conclusion:

Sia, =18, on garde a et a,, sinon si 21 = 11, on garde a4 seul et dans tous les autres cas, on relance les 4 dés.

Exercice 3: Arithmétique.
1). On considére deux entiers strictement positifs « et b premiers entre eux.

(a). Commea A b=1,alorsa A\ (a+ b)=1.

Ainsi (a + b) ne divise £a que si (@ + ) | £.

Or ke [1;a+ b— 1] donc (a + b) ne divise pas 4: pour tout £, rp # 0 et donc rp € [1;a + b —1].
11 reste a montrer que les r¢sont tous distincts.
Soit &, /€ [1;a+ b—1].

On suppose rp = 7,.

Onadonc ka=qla+b)+rpetla=q'(a+b)+r,.
Ainsi (k=1)a=(q—q") (a+ D).

Par suite (a + b) divise (£ — /).

Alors comme |&£—/| <a+ b,onadonck=/.

Les 7, sont tous distincts.

(b). On sait que = a + b — 1, donc U,, est défini pour tout £ € [1; 2+ b — 1].
Orpourtout k€ [l;a+b—1], ka=qgula+b)+rpetdonc (b+1)a=qgula+b)+r,+a
Alinsi:
esirg<byalotsry+a<a+betdoncry g =ry+a.
Comme la suite U est de période 4, alors U,,,, = U,,.
esirg=byalotsry+az=a+b.Onpose rp=ry'+ bavecr,' <apuisquerp<a+b.
On en déduit (+1)a=(gp+1)(a+b) +r," et comme (£+1)a=g (a+ b)+rpyq, on en déduit, d'apres l'unicité du reste
de la division euclidienne que rp =7,".
Ainsi 74y — 74 = —b et comme la suite U est de période 4, alors U,,,, = U,,.
=U,,.

Finalement pour tout £ € [1;2+ b — 1], U

Tk+1

Par suite, comme {ry; £€[1;a+ b— 1]} =[1;a+ & — 1], on obtient donc que U = Uy pout tous ket £ dans [1;2+ b —1].
La suite U est constante sur [[1; 2 + b — 1] égale par exemple a U,.
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Soit alots j € [a + b; n].
Il existe un entier ¢ et un entier » € [1; ], tel que j=ga+ 7.

Comme U est de période zalors U ; = U, et comme r € [1;4] € [1;a+ b — 1], alors U, = U, etdonc U ; = U,.
On a donc montré que U est constante sur [1; #].

2). Soit 7 < n — d, on veut donc montrer que U; = U,y .

Comme nza+b—d et d=a/\b, alors i=gd+r avec 0<r<d dot i=(g—1)d+r" avec 1 <r'<d et g tel que
G-Dd+r'<sn—d.

Onaaussii+d=qd+r'<n

Onposcalotsa=da'etb=db' etonaa" \Nb'=1.

Soit alors 7 € [1; 4].
n
La suite (Ur+(/<—1)d),<, est définie pour tout £ tel que 7+ (£—1) d < n— d et donc pout tout &< »'= [:{] aveca'+b'—=1<n"

De plus elle est de période o' et 4.
Eneffet U rera-1)d = Urre=1)d+a'd = Urre=1)d+a = U re(e=1) d+a = U rsx-1) 4 puisque U est de période a.
De méme pour &',

D'apres la question précédente la suite (U,+(/e_])d)k est constante.
Remarquons alots que pout £ = ¢, comme U; = Uyy(y-1y4 = Uyigg = Ujygt 1a suite U est de pétiode 4.

3.(2).0Onsaitquea=2,b=2cta \ b= 1.

Onari=a<a+b-1.

Soit m l'entier tel que 7, =a+b—1.Onam=2.

Comme 7,1 =b<a+b—1,alors on peut affirmer que w<a+b— 2.

Onposealots A={ri=a,..;r, 1 =b=1}etB={r, ,y=a—1;..57,4,_1 = b}.
Onabien AUB=[l;a+b-2] et A+ P et B+ .
La suite 17 définie par 1 sur A et 0 sur B n'est pas constante.

Montrons que 17 est de période a et b.

*Soit/unentiertel que i <a+b—2—acestaditei<b—2.

Alors il existe A tel que i=rp etk m—letkFa+b—1.

Ainsisi/ € A, alors i + a € A.

En effet on a vu a la question 1. (b). que si rp < b, alors rpy =7, +adonci+a=rypqavec k+1<m—1.
Demémesiie B,alorsi+a=rpqavecm+1<k+1<a+b-1:74+a€B.

La suite est donc de pétiode a.

* Soit 7un entier tel que i <a+b—2—bclestadirei<a—2.

11 existe donc £ tel que 7 = r, avec r, reste de la division de 7, + a par a + b.
Onai+b=rp1+a+b (moduloa+ b)etdonci+ b=riy (moduloa+ b).

Alorscomme 1 <i<a—-2,1<i+b<a+b—-2ctcommel <ri<a+b-2,onadonci+b=r;.
Soit i € A.

Comme 7 # a,alors 7 # rydonc £—1=1 et comme 7 € A, £ < 7.
Onaainsil<k—-1<mi+be{ry...;r, 1} Cestadite i€ A.

Soit / € B.

Alots commei#a—1,i=rp#7r,=a-1doum+1<k<a+b—1ldoncm+1l<k—-1=<a+b-2
Ainsi i+ b€ {r,1; ... 5 rayp1} Cestadite i+ b€ B.

Dans tous les cas, on adonc V(i +a) =17 () et (7 + b) = /(0.
La suite I est donc de période a et de période 4.

(b). Supposons qu’il existe deux partages (A; B; 1) et (A'; B'; 17") de [1; a + b — 2] satisfaisants aux conditions.
Supposons par exemple que 7y =z € A.

Alorsour; € A'our; €B'.

On a montré précédemment que la périodicité de la suite entraine 17'(r)=1""(r,)= ... =1"(r,_1) donc ou
{ri;..5 rpyc A oufry;..; 7} C B Ainsi AC A'ou ACB'.
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Supposons alors que A C A" et A # A" il existe donc un entier /€ Bet/ € A",

Par périodicité de I, on obtient que "' (£) = 1" (4) pout tout £ € B.

Ainsi 77" (#£) = 1 pour tout entier £de A |J B.

Alors A'= AU B=[1;a+ b—2] et B' = ) :contradiction.

On en déduit que A= A",

En raisonnant de méme avec B’, ou B, on arrive au méme résultat. Ainsi le partage est unique.

On peut seulement échanger A4 et B.

Montrons que pour tout x de 4, @ + b — 1 — x est dans A.

Soit x € A.

On sait qu’il existe des entiers et £'telsque 1 s k<metl<k'sa+b—lettelsquex=rpeta+b—1-x=rp.
Remarquons alors que rp +rp=a+b—1=r,.

On sait que £a = rp (moduloa + b), ' a=ry (moduloa+b) etma=a+b—1 (moduloa+ b).
On obtient donc (£ + £') a=ma (modulo a + b).

Ainsi a + b divise a(& + &' — m).

D’apres le théoréme de Gauss, comme a A (a + b) = 1, on en déduit que @ + b divise (£ + &' — m).
Or—(a+b)<-m+2<k+k'—m<a+b—1<a+bdonck+k'—m=0douk+£&'=m.
Finalement 1 < &' < 7.

Donca+b—-1-x€e A

I est un palindrome.

Lasuite I':x=> 1 (a+b—1—-x)esttelleque ;'=1pourie Aet I;'=0pourie Bet I estde période « et de période .
On a donc ' =17, par unicité du partage et donc de la suite.

Ainsi le terme de rang x et celui de rang @ + b — 1 — x (C’est a dire de rang x en partant de la fin) sont identiques.

On peut donc “retourner” la suite, et on obtient la méme suite.



