Concours Général des Lycées

Correction

Exercice 1: Une configuration géométrique.

1). Le point F est un point du cercle de diamétre [.4 C] donc le triangle ACF est rectangle en I'.

Par suitesi F# AouF#C, A F C estun angle aigu. Les droites (C F) et (A C) ne sont donc pas perpendiculaires.

Dans le cas ou FF'=_4 ou F=C, alors (FC)=(AC) et les droites (C F) et (AC) ne sont donc pas perpendiculaires.

Par suite comme la droite A est perpendiculaire 2 la droite (4 C), les droites (C I) et A ne sont pas paralléles, sinon (C IF) serait
perpendiculaires a “AOC) (regles d’incidence).

Le point G est donc bien défini.

2). On note /1 'homothétie /905. Alors h4(y)=T.

cA R
En effetona 4((C) = Cet h(B) = A puisque Be [AC] et B =—doub([CB])=[C A].
r

Par suite 'image du cercle y de diameétre [B C] est le cercle de diametre [ A4 C], C’est a dire I'.

On note /, ’homothétie bF»—” . Alors h(I) =vy".
R

En effet, comme le cercle y’ est tangent intérieurement au cercle I' en F, alors il existe une droite perpendiculaire aux rayons
[QF] et [O'F] en F: les points €, O’ et I sont donc alignés.

De plus comme 7y’ est intétieur au cercle I' alors O' € [QL F].

rl

Enfin onadonc FO'=— FQ puisque F appartient aux deux cercles donc F O'=7r"et Fl=R.

=

Ainsi 5,(Q2) =0".
Alors comme I'image d’un cercle par une homothétie est un cercle de centre, 'image du centre et de rayon, le rayon multiplié par

r'

le rapport de ’'homothétie, on sait donc que 'image du cercle I est le cercle de centre O’ et de rayon — X R = r', c’est donc y’.
Pp q £ 3 Y
R

Remarquons que 'on a 4,(A) = E. Les points I, E et 4 sont alignés.
En effet, les droites (E O') et (4 €)) sont paralleles (A est perpendiculaire a (1)) par définition et tangente 4y’ en E).
Comme une homothétie transforme une droite en un droite parallele, on peut affirmer que I'image de A par 4, est un point de la
droite (E O").
De plus cette image est un point de ¥’ : c’est donc le point E.
N

3). Les propriétés précédentes montrent que §’il existe une homothétie transformant y en v’ alors son rapport £ vérifie |£ = — et
prop P q pp
r

de plus son centre H est tel que H O'=4H O donc H [0 O'].

r' r'

On en déduit qu’il y a deux rapports possibles, — et —— et donc 2 homothéties possibles.
r r

Soit /5 ’homothétie bD.,_”' Alots hs(y) =7y

En effet comme D est le point de tangence des deux cetcles tangents extérieurement, on sait donc que D € [O O] et que
O'D=r'eteOD=rdouDO'=—— DO.
r

rl

Donc #5(0) = O' et le cercle y a donc pour image le cetcle de centre O’ et de rayon — X7 = r": c’est bien y’.
r
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r' R
Considérons ’homothétie h,°%y. Cest une homothétie de rapport _R X— =— qui transforme y en 7’ puisque
roor
haohi(y) =hy(T)=y"

r' r'

Or il existe une unique homothétie transformant y en ¥’ de rapport —. Donc ’homothétie de rapport — qui transforme y en y’
r r

est hpohy.

11 reste donc a déterminer le centre de ’homothétie h,0h;.

Remarquons alors que 4,°451(C) = 5,(C) et donc le centre de 'homothétie /4,04 appartient a la droite (C ) puisque I est le
centre de /5.

Remarquons aussi que h,05((B) = 5h,(A) = E.

Donc le centre de ’homothétie 4,/ appartient a la droite (B E).

Par conséquent le centre de ’homothétie 4,044 est le point G.

Les centres de homothéties qui transforment y en ¥’ sont donc D et G.

On obtient en particulier que O, O’, D et G sont alignés.

4). Dans le triangle AGC, (G B) et (A F) sont deux hauteurs du triangle.

Elles se coupent en E donc (C E) est la troisiéme hauteur. On a donc (C E) perpendiculaire a (A G).

Remarquons alors que I'image de C par ’homothétie /5 de centre D qui transforme y en y’ est E .

En effet une homothétie transforme une droite en une droite parallele. Ainsi comme la droite (O' E) est petpendiculaire a la
droite (G B), l'antécédent de (O' E) est une droite petpendiculaire a (G B) passant par O. C’est donc (B C).

Comme de plus E est un point du cercle 9, alors son antécédent par 45 est un point du cercle y.

C’est donc un point du cercle y appartenant a la droite (B C): c’est ainsi B ou C.

Comme ce ne peut pas étre B, alors c’est C.

Les points C, D et E sont donc alignés.

Considérons alors le triangle BCE.

Le point I est le milieu de [B E] et O celui de [B C].

Drapzes le théoreme des milieux, on obtient donc (O1) // (C E).
Donc la droite (BI) est perpendiculaire a la droite (A G).

Considérons maintenant le triangle AGO.

Les droites (O I) et (B G) sont deux hauteurs de ce triangle concourantes en I.

Le point I est donc 'orthocentre de ce triangle et donc la droite (A I) est perpendiculaire a la droite (G C) c’est a dire a la droite
(GD).

Démontrons enfin que D appartient a (A4 1).

Comme D appartient au cercle y de diametre [B C], alors (B D) + (C D).
De plus on a montré que (O 1) // (C D) donc (B D) ~ (O1).

De plus O est équidistant des points B et D comme centre du cercle y.
Donc (O 1) est la médiatrice de [B D].

Par conséquent, c’est un axe de symétrie pour le quadrilatere OBID.

Les angles OBIetODI sont symétriques et donc égaux: la droite (I D) est donc perpendiculaire a la droite (O D).
Finalement les droites (A1) et (D I) sont perpendiculaires a la méme droite (O D): elles sont donc confondues.
Les points A4, I et D sont alignés et sur une petpendiculaire a la droite (G D).

5). Les triangles 4Bl et GDI sont rectangles respectivement en B et en D.

De plus leurs angles en le somme I sont opposés par le sommet puisque les points 4, I, D d’'une part et B, I, G d’autre part sont
alignés.

Ces deux triangles sont donc semblables.

Remarquons alors de plus que les triangles OBI et ODI sont isométriques puisqu’ils ont 2 cotés de méme longueur (un coté
commun [O ] et deux rayons du cetcle ¥ ) et un angle droit chacun.

Par suite, on obtient BI =1 D.

Donc les triangles semblables ABI et GDI ont un c6té correspondant de méme longueur: ils sont donc isométriques.
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Parsuite GD=_AB=2R—-27.

6). Comme (E O") et (BO) sont paralleles, G, E, B et G, O’, O sont alignés dans cet ordre, le théoreme de Thales donne
GO' EO GD-DO'" 7' 2R=2r—=7r" '
’ou =— etdonc———— =—.

= d’ou
GO BO GD+DO r 2R=2r+r r

,
On obtientdonc QR =27 —r"Y=r'(2QR=r)dou 2R r'=r(2R — 2 r) et donc r'zr(l ——R)

Exercice 2: Des configurations géométriques.

1). Avec 4 points distincts non alignés X, X,, X3 et X,, on peut former exactement 4 triangles:
Xl X2X3; Xl X2X4; Xl X3X4; X2X3X4.

C’est 4 triangles ont deux sommets en commun deux a deux, jamais un seul. On a donc #(4) = 4.

Considérons 5 points distincts non alignés X, X5, X3, X, et Xs.

On peut former 10 triangles avec ces 5 points.

Xy Xp X33 Xy Xp Xy Xy Xp Xy Xy X3 X5 X X5 X553 Xy Xy X Xp X5Xy Xp X3 X Xp Xy X X5 X, X5
11 est clair que I'on ne peut pas former 2 triangles disjoints.

Deux triangles ont deux sommets en commun, par exemple X X, X5 et X X, X

On élimine ainsi X X3 X5, X1 X, X5, X5 X35 X5, X, Xy X5 et X5 X, X5 qui n’ont pas 0 ou 2 sommets en commun avec les
2 triangles choisis.

Il reste X; X, X5, Xj X35 X, et X5 X3 Xy

Si on choisit X X, X5, on élimine les 2 autres.

Si on choisit X X3 X4 alors on élimine X | X, X5 mais on peut garder X, X3 X .

On obtient donc 4 triangles vérifiant la propriété.

Ainsi #(5) = 4.

Considérons 6 points distincts non alignés X, X5, X3, X4, X5 et X§.

On peut former 20 triangles avec ces 6 points.
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Xy Xy X35 X Xp Xy X X X5 Xy X Xy Xy X3 X5 X X5 X553 X X3 Xy Xy Xy X5 Xy Xy Xy Xy X5 Xgs
X X3 Xy X X3 X5 X X3 X6 Xp Xy X5 Xp Xy Xy X X5 Xy Xy Xy X5 X3 Xy Xy X3X5 X5 Xy XX

Alors:
*soit on considere des triangles disjoints, et dans ce cas, il y a deux triangles possibles vérifiant la condition, par exemple
X1 X, X5 et Xy X5 Xg. En effet tout autre triangle a un unique sommet en commun avec un des deux triangles précédents.
* soit au moins 2 triangles ont 2 sommets en commun, par exemple X X, X35 et X X, X
Alors seuls les triangles X X3 X4 et X, X3 X, ont au moins deux sommets en commun avec les 2 triangles précédents.
Tout autre triangle ayant deux sommets en commun avec un de ces 4 triangles, n’en a qu’un seul avec au moins un de ces quatre
triangles.
Par suite, on obtient 4 triangles vérifiant la propriété.
En conclusion, #6) = 4.

2). Remarquons que (#(0) = #(1) = #(2) =0 et) #(3) = 1.
Soit 7 un entier naturel, 7 = 3.
On définit la propriété P, : #(#) < n pour tout 7 = 3.

11 est clair que #(3) < 3 donc Pj est vraie.

Soit # un entier.
On fait hypothese de récurrence P, est vraie pour tout entier 3< &< 7.
(On appelle parfois une telle hypothese, une récurrence forte).

Considérons alors (X;),<;<,, # points distincts non alignés du plan.
ny n
* Soit on construit des triangles disjoints 2 a 2 et alors il y a au plus [—J < — <z triangles construits.
313

* Soit au moins deux triangles ont 2 sommets en commun, par exemple X X, X5 et X1 X, X.
On partitionne alors 'ensemble des triangles constructibles vérifiant la propriété avec les # points en 5 ensembles:
-E1={X, X5 X5 X, X Xyhs
_EZ:{X1X2XZ-; SSiSﬂ};
- E5={X X5 X Xo X5 X4
— E 5 ={ triangles constructibles vérifiant la propriété avec les points X;, 5 <7 < n}, C’est a dire les triangles constructibles vérifiant

la propriété mais n’ayant pas les 2 sommets X4 et X,, ou X3 et X4 en commun.

Examinons alors les cas de regroupements de triangles vérifiant la propriété.

On ne peut pas réunir les ensembles E et E4, ni E, et E3 ni E; et By ni E, et E5ni B4 et E5 car alors les triangles construits
ne vérifieraient pas la propriété.

11 est donc inutile d’étudier toutes les réunions. Il reste parmi les 32 cas possibles (de 'ensemble vide a la réunion des 5 ensem-
bles):

OE,UE,, EiUEset E;yUE,U E;. 1l suffit détudier £ U E, U Es.

E U E, U E; contient (# — 2) triangles vérifiant la propriété et aucun des autres triangles ne convient, puisqu’il aurait alors un
seul sommet en commun avec les triangles déja choisis.

Onan—2<un

0 E1 U E3 U E 4 revient au méme que le cas précédent;

0 Reste alors 3 réunions possibles E; U E5, E3 U Esou E; UE; U Es.

11 suffit d’étudier le cas E; U E3 U Es.

Par hypothése de récurrence, comme il y a (7 — 4) points dans I'ensemble (X;)s-,<,, on sait que card(Es) < 7 — 4.

De plus Card(E ;) = Card(E ;) = 2, d’ou Card(E U E; U E5) <4 + (7 — 4) < , puisque les ensembles considérés sont disjoints

et tous les triangles cités vérifient la propriété.

Dans tous les cas le nombre maximal de triangles constructibles est inférieur ou égal a #. La propriété P, est vraie. La propriété
est héréditaire.

Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier # = 3. On a donc #(n) < n.



nsin=44r
n—"1sin=4k+1
n=2sin=4k+2"
n—2sin=4k+3

Démontrons alors que #(#) =

On raisonne a nouveau par récurrence sur 7.
La propriété est vraie pour n =3, n=4,n=5et n=0.
Soit  alors # enter naturel, #=3. On fait Thypothese de

psip=4k 4ksip=0 et p=4k
| p-lsip=4k+1 4ksip=1 Detp=4k+1
= p—2sip=4k+2 dksip=2 Detp=4k+2

p—2sip=4k+3 de+1sip=3 Detp=4k+3
On a montré précédemment que #(7) = n— 2 ou #(n) =4 + H(n — 4).

Ainsi par hypotheése de récurrence, comme 7 — 4 = # (4), alors on obtient:

récurrence
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esin=4kalortsn—4=4(k—1)dout(n—4)=4(k—1)etainsit(n)=4(k—1)+4=4,k=nn.
esin=4k+1,alorsn—4=4(k—1)+1etainsit(n—4)=4(k—1)dou t(n)=4(k—1)+4 =44
esin=4k+2alorsn—4=4(k—1)+2ctainsit(n—4)=4(k—1)doutn)=4(k—1)+4 =4+,
esin=4k+3 alorsn—4=4(k—1)+3ectainsit(n—4)=4(k—-1)+1dourtn)=4k-1)+1+4=4,k+1.

La propriété est donc héréditaire.

Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier 7, 7 = 3.

On ajoute a présent la condition suivante sur les triangles que 'on cherche a former:
Deusx: triangles distincts quelconques n’ont pas de points intérienrs en commun,

autrement dit ne peuvent pas se «chevauchem.

On note alors #(#7) le nombre maximal de triangles possibles (en tenant compte du positionnement des points initiaux).

3).

Pour n=4:
Le graphique ci-dessous montre que #(4) = 3.

Le seul autre triangle constructible est X, X3 X4, qui chevauche les 3 autres.

|5

Si d’autre part le point X, par exemple, n’est pas a lintérieur du triangle X, X3 X, alors quitte a réordonner les points, le
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quadrilatere X X, X3 X, est convexe, ses diagonales se coupent a l'intérieur du quadrilatere. Il ne reste que 2 triangles ne se
chevauchant pas.

Ainsi comme le point X est ou intétieur ou extérieur au triangle X, X5 X, on peut conclure que #(4) = 3.

Pour n=5:
On a u(5)=3.

En effet la configuration précédente convient donc #(5) = 3.

Puisque #(5) = 4, on peut au mieux ajouter 1 triangle. Vérifions qu’aucun autre triangle ne peut étre construit.

Si on considére un triangle de sommet X, alors il ne peut pas avoir deux sommets en commun ou aucun avec les trois triangles
précédents.

donc si on le choisit, on en élimine un des trois précédents, ce qui revient a ¢liminer un des 4 sommets.

Par suite, on est ramené au cas précédent avec 4 sommets.

donc #(5) = 3.

Pour 7= 06:
On a #(6) = 4.
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Rappelons que #(6) = 4 donc on peut au mieux ajouter 1 triangle.

En construisant un triangle avec un des deux sommets non utilisés par la configuration précédente, on utilise un des 4 sommets
déja utilisés.

On est alors obligé d’éliminer au moins un triangle de la configuration précédente.

Remarque:

On ne peut pas construire plus de triangles respectant les mémes propriétés, mais par contre on a plus de choix possibles de 4

triangles respectant les conditions.

Pourn=7:
On a #(7) = 4.
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La configuration montre que #(7) = 4 (rappelons que #(7) = 5, on pourra donc au maximum ajouter un seul triangle a priori).
En construisant un triangle supplémentaire, il semble clair que les deux régles cumulées entrainent 'élimination d’au moins un
triangle déja construit.

Par suite, on ne peut pas obtenir plus que 4.

Pour n=8:
Ona #(8)=6.
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On sait que #(8) = 8, on peut au mieux ajoter 2 triangles.

En faisant la liste des triangles restant possibles, soit on construit un triangle chevauchant les autres soit on ne respecte plus la
regle des sommets.

En ajoutant un triangle a la construction proposée, on en élimine au moins un déja construit.

On n’obtiendra pasp lus de 6 triangles respectant les 2 regles.

4). Soit 7 un entier naturel 7 = 4.

3ksin=4+k
) ) ) 3ksin=4k+1
On définit pout » entiet naturel = 4, la propriété P(n): u(n) = 3 ks Ae+2
sin=

3k+1sin=4k+3

La propriété est vérifiée au rang 4, 5, 6 et 7 de la question précédente.
Soit 7 un entier.
On fait ’hypothése de récurrence P(£) est vraie pour tout £< 7 .

On considere alors # points distincts du plan non alignés, X, X, ..., X,.

n
Soit on construit des triangles tous disjoints, auquel cas, on obtient au plus {—J triangles.
3

Soit on construit deux triangles avec deux sommets en commun, par exemple X X, X5 et X X, X,

Le cas # = 4, montre que I'on ne peut construire qu’un seul autre triangle, dans le cas ou X est intérieur au triangle X, X3 X, le
triangle X | X3 X .

Tout autre triangle X X, X, avec £ = 5 est dés lors impossible a cause de la régle de non chevauchement.

De méme tout autre triangle comportant deux des sommets {X1; X,; X3; X} et un autre sommet X, £= 5 est impossible: ou il

ne respecte pas la regle des sommets ou celle du chevauchement.

Par suite, il reste tous les triangles ocnstructibles avec les # — 4 sommets restants, au nombre de #(n — 4).
Finalement #(n) = w(n — 4) + 3.
Alors si:

en=4k,n—4=4(k—-1)douun—4)=3(k—-1)etu(n)=3(,k-1)+3=3%,

en=4k+1 n—4=4G(-1)+1douun—4)=3(k—-1Detu(n)=3(,k-1)+3=3%,



10 | ConcoursGeneral2010.nb

cn=4k+2 n—4=4(k-1)+2douun—4)=3(k—Detu(n)=3(,k-1)+3=3%,
en=4k+3 n—4=4(k-1)+3douun—4)=3Gk-1)+1letu(n)=3(,k-1)+3+1=3k+1.
La propriété est héréditaire.

La propriété est vraie pour tout entier 7, 7 = 4.

Probléme: De la vie sur Mars!

1.(a). Remarquons que 3 cellules prises au hasard revient a choisir trois cellules I'une aprés 'autre indépendamment.

Remarquons aussi qu’étant donné que 4, & et ¢ sont des proportions, choisir une cellule n’influe pas sur la proportion de cellules.
On obtient I'arbre de probabilités:

”
T
1
A/ B \c
1\ I\ AN

/ I \ / 1 \ / [ \

A B C A B C A B C
J A " T N AN/ TR AN |
[') //' (') //' ('Y (1) //' A A
A BCABCABCABCABC CABCABT CAIDBTCAIZBC

L

I’événement “trois cellules au hasard sont compatibles” est 'événement “au moins deux cellules parmi les trois sont de la méme
espece” et donc 'événement complémentaire de I'événement “parmi les trois cellules, aucune n’est de la méme espece”.

Comme il y a trois espéces, cela revient donc a choisir 3 cellules, une de chaque espéce.

Cela revient aux 6 chemins: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Chacun de ces chemins a pour probabilité a b ¢.

Ainsi la probabilité de 'événement “parmi les 3 cellules aucune n’est de la méme espéce” est 6 a b ¢ et la probabilité p cherchée est
donc p=1-06abe.

7 2
(b). Puisque p=1— 62 b ¢, montrer que p = " revient a montrer que6abrs6.
Onsaitquea+b+c=1doucr=1—-a—betdonc6abe=6ab(l—a—b)=6u—-a®+ (1 —b)a).

1-4 1-5

La fonction a+ —a? + (1 — b) 2 admet un maximum sur [0; 1] pour = —2 D = T € [0; 1] puisque b€ [0, 1] égal a
X —_

1

- (1-b~

4

1 3
Ainsi 6abe=6x- (1 —/;)Zx/;x;d’ommmz (B =207 +10)

Etudions la fonction f: b 6> =21 + b sur [0; 1].
Ona f'(B)=3F—4b+1.
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--H-v4 1

Le discriminant de /' (b) est A =16 — 12 =4 > 0 donc le trinéme admet deux racines: b, = T = g e[0;1] et by =1.
X

1 1
On en déduit que /" (4) = 0 pour b€ [0; 3] et f'(6) <0 pour be [E; 1

1 1
Ainsi la fonction fest croissante sur [0; —] et décroissante sur [—; l].
3 3

1 1 4
Elle admet donc un maximum en b= — égal a f| (—) =—.
3 3 27
3 4 2
Finalement pour tous téels zet bde [0;1],6abc < 5 f><2— doubabe=<—c.

2 7
Alors comme 0 <¢<1,onobtient 6zb¢<— etdonc p=—.
9

2.(a). Raisonnons pour le type A.
Les trois parents sont compatibles. On amontré a la question 1). qu'alots p,=1—=064a,b,¢,.
Pour que la descendance soit du type A, ou les 3 parents sont de type A, ou deux seulement sont du type A et le dernier parent
est du type B ou C.
On a les cas:
* AAA de probabilité «,,
* AAB, ABA, BAA chacun de probabilité 4,2 b,
* AAC, ACA, CAA chacun de probabilité @, ¢,.
La probabilit¢ de DIévénement “la descendance est de type et les parents sont compatibles” est donc
a”+3a,2b,+3a,2c,=a,”Bb,+3c,+a,).
Or comme @, + b, +¢,=1,0n obtient &, + ¢, =1 — a, d’ou la probabilité est donnée par a 2B —a,)+a,)=a,*B-2a,).

p(la descendance est du type A et les parents sont compatibles)  @,%(3—2a,)

Onadonca,, = - = .
p(les parents sont compatibles) 1-6a,b,c,

On raisonne de méme avec b, et ¢,q.
En effet un descendant est du type B dans les cas BBB, BBA, BAB, ABB, BBC, BCB, CBB et de type C dans les cas CCC, CCA,
CAC, ACC, CCB, CBC, BCC.

(b). Préliminaires:
Soit g la fonction définie sur [0; 1] par g(x) = x?(3 — 2x) = =23 + 352,
La fonction g est dérivable sur [0; 1] et pour tout x € [0; 1], g' (x) = =6 x% + 6 x = =6 x(x — 1).

Or pour x €] 0; 1[, =6 x <0 et x — 1 <0 donc g' () > 0: la fonction g est donc strictement croissante sur [0; 1].

On raisonne par récurrence sur 7 €N,

On définit pour # entier naturel, la propriété P, : a, > b, > ¢,.

La propriété est vraie au rang 0 puisque par hypothes ag > b > ¢.

Soit # un entier. On fait ’hypothese de récurrence, P, est vraie, Cest a dite @, > b, > ¢,,.

On sait par ailleurs que @, € [0; 1], 4, € [0; 1] et ¢, € [0; 1].

Alors comme la fonction g définie en préliminaires est strictement croissante sur [0; 1] et comme par hypothése de récutrence,

a,>b,>c, onendéduit g(a,) > g(b,) > g(c,) dovu a,?(3—-2a,)> bﬂZ(S —2b,)>¢c,2(3=2¢,).
a3-2a,) b,3-2b) ¢23-2c,)
>

Finalement comme 1 —6a,b,¢,>0, on obtient d’ou @, > b, >0 la

1—64,117,75,,>1—64,,17,,[,Z 1-6a,b,c,
propriété P, est vraie.

La propriété P, est donc héréditaire.

La propriété P, est vraie au rang 0 et est héréditaire.

Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier naturel 7.

Ainsi pour tout entier naturel #, @, > b, > ¢,.

1
Onaa,>b,>c,donca,+b,+c,>3¢c,etcommea,+b,+c,=1,3¢c,<1douc,<—.
3
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1
Onaaussi3a,>a,+b,+c,donca,>—.

1
Enfin,2b,<a,+b,<1dou /7,7<5.

(c). Soit 7 un entier.

af3-2a,) b, (3-2b,)

1=6a,bye, 1-6a,byc,
1

(dﬂ+l - bﬂ+1) =

(@41 = bpa)) = ————— (a,’3 = 24a,) = b,(3 - 2b,))
1=6a,b,c,
1
(ﬂrz+1 - b;ﬁ—l) = 7[3 (ap=b))(ay+b,)=2(a,—b,) (ﬂﬂz ta,b,+ an)].
1-6a,b,c,
. s _bﬂ+l 1 5 5
Or comme a, — b, > 0 pour tout entier 7, = (3 (a,+b,) —Z(a” +a,b,+ b, ))

a,—b, B 1-6a,b,c,
Ota,+by=1=c,,dou3(a,+b,)=2(a+ayby+b,)=30=c)=2(1=c,)> +2a,b,
Ainsi3(a,+b,)=2(al +ayby+ b, )=1+c,= 20,2 +2a,b,

Or comme ¢, < b, <a, alors ¢,2<a,b,dou—2¢,2+2a,b,>0ectdonc3(a,+b,) — 2(4,12 +a,b,+ hnz) >1+¢,

1
Enfin comme 0<1—-6a,b,¢c,<1,— > 1.
1-6a,b,c,

adp1 — 1771+1
Fianlement —— > 1X(1 +¢,) > 1: la suite (2, — b,),5( est une suite de réels strictements positifs dont le rapport de deux
ay — 1711

termes consécutifs est > 1.

Par conséquent la suite (@, — 4,) =0 est strictement croissante.

On a aussi:
Ap+1 ~ Cptl 1 5 2 Ayl ~ Cntl 1
= (3an+c)=2(a2+a,c,+c,%)) dou = A+0,(1=2b,)+2a,0,).
a,—c, 1=6a,b,c, a,— ¢, 1-6a,b,c,
1 L. Ayl = Cpit
Orcommebﬂ<5,b”(1 -2b)>0doul+b,(1-2b,)+2a,c,>1etainsi ——— > 1.
ap = Cn

La suite (a, — ¢,) =0 est donc strictement croissante.

(d). Les suites (a,—b,),20 et (a,—¢,),20 sont strictement croissantes et bornées (par 1 par exemple puisque
0<c,<b,<a,<1).
Elles sont donc convergentes.

1
Par suite la suite (g [(a,=b,)+(a,—c,)+ 1]] est aussi convergente.

#n=0
Remarquons alors que pour tout entier naturel n,

1 1 1
5[(ﬂn_/7n)+(ﬂn_fﬂ)+1]:g[Zﬂﬂ_(bﬂ"'fn)J"1]:5[2411_(1_ﬂﬂ)""l]:ﬂm

Donc la suite (a,) est convergente.
Partant comme b, =a, —(a, — b,) et¢,=a, — (a, — ¢,), les suites (4,) et (¢,) sont aussi convergentes.

Les relations de récurrence démontrées a la question 2.(a)., donne en notant @, £, y les limtes respectives des suites (@), (4,),

a*(3-2a)
a=——
1-6apfy
o | FG-2p) |
(¢,) et en utilisant Lim @,y = Lim a,, ... le systéme =——— . Deplusonsaitque v+ f+y=1.
n—+0o0 n—+oo 1-6 aﬁy
Y’3-2y)

’y:
1-6apfy
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_ Y3 -2v) 7
Supposons y #0. On obtient ] =—— douy(3-2y)=1-6afBy=—.
1-6apfy 9

7
Par suite —2y2+3y—5 =0.

25
3_- [=
7y 25 9 7 1
Le discriminant de ce trinéme est A = 3% — 4X(—2)X(——) =— >0, il admet 2 racinesy; =—— =— et y, =— etdonc
9 9 2%(=2) 6 3
7 17
comme —2 < 0, on sait que —2 y? +3y—6 =0 pourye [g,g]
1 1
Or on a montré que ¢, < g pour tout entier # donc y < 3
1 2
Par conséquent, siy #0,y = g Alots a + B = g
2 1
Comme a, +b,>2b,>2¢,, il vient d’apres le théoréme des gendarmes Lim 24, = g d’ou Lim b,= Lim a, = g, cest a dire
n—+oco n—>+oo n—+oo
1
a=B=-.
3

Or on a montré que la suite (¢, — b,) est strictement croissante, donc a, — b, > ag — by etainsi@ — > ag— by > 0.
Donc on ne peut pas avoir @ = .
Par suite y = 0.

1
On obtient alors @ = @(3 — 2 @) et comme @ = g > 0, @ est solution de Iéquation 2@® =3 a + 1 =0.

1
Les solutions de cette équation du second degré sont — et 1.
2

1 1
Orsia= E, comme @ + f+7y=1ety=0,o0nobtent = E d’ou @ = B: impossible.

Par suite @ =1, §=0 et y=0.

Finalement Lim 4, =1, Lim 4,=0et Lim ¢,=0.
n—>+0o0 n—+oco n—>+oo

3.(a). Raisonnons pour le type A.
Un descendant est de type A dans les cas AAA, BBA, BAB, ABB, CCA, CAC, ACC.

Ainsi la probabilité de I'événement “le descendant est de type A et les parents sont compatibles” est donnée par
a,+3a, b,lz +3a,c,2= a”(anz +3 bﬂz +3 fﬂz).

aa’+3b,"+30c,7)

On obtient @,,,1 =

1—-6a,b,c,
Otb,  +e,2=bu+c) =2b,c,=(1—a,)* = 2b,¢,
bib,” +3a”+30,7%) e +3a+30,7)
De la méme maniere, 4,1 = etc g =
1-6a,b,c, 1=-6a,b,c,

(b). On suppose a partir de maintenant que 1> ay > by > ¢( > 0.

On raisonne par récurrence sur 7.

On définit pour # entier naturel, la propriété P,: 1>a,>b,>¢, > 0.
La propriété est vraie au rang 0: on a en effet 1 > a > by > ¢( > 0.
Soit 7 une entiet.

On fait Phypothese de récurrence P, est vraie, Cestadite 1 > a,> b, >¢,> 0.

11 est clair que 1> 4,,; sinon on aurait que des descendants de type A a la (7 + 1) — iéme génération, ce qui implique que
by, =¢,=0, cest a dire qu’il n’y ait plus de type B ou C a la génération précédente, contradictoire avec ’hypothese de récurrence.
En effet, s’il existe des types B ou C a la #-ieme génération, la probabilité qu’il y ait des descendants de type B ou C a la généra-

tion suivante ne peut pas étre nulle puisque 'événement BBB ou CCC a une probabilité non nulle.
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cﬂ(tﬂz +34,243 b,,z)
Comme par hypothése de récurrence, ¢, > 0, alors ¢, = > 0.
1-6a,b,c,

1
On a @1 = by =—————aaP+3b,>+3¢,2) = b,(b," +3a,2+30¢,2)] don
1-6 ap bﬂ Cn
1
@y = b =——————ap =3a2 b, +3a,b, = b, +3a,0,2=3b, 02|
1-6a,b,c,
1
Ainsi aye1 — b”+1 = [(‘Zﬂ - bﬂ)?) +3 [ﬂz(ﬂﬂ - bn)]-
1-6a, bﬂ Cn

Alors comme par hypothése de récurrence, 2, > by, a,— b, >0etdonca,, — b, >0doua, 4 >b,.

1
Deméme, b, — ¢, = ﬁ [(/7,1 - 5;1)3 +3a,2(b, - tﬂ)] > 0 puisque &, > ¢, par hypothése de récurrence.
—0a,b,¢;,

Ainsi b, > ¢ 41

Finalementonal>a,, > b, > ¢, > 0:la propriété P, est vraie.

La propriété P, est héréditaire.

Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier naturel 7.
Pour tout entier naturel 7, onadonc1>a,>b,>¢,>0.

3 5
(c).Onposef(c)ZE —3[+Efzetg(f):1—6[2+12[3.

) _ it 2 +3a,2+3b,7°
Soit # un entier. On a =
c, 1-6a,b,c,

Déterminons le signe de ¢,” + 34,2 + 3 17,,2 = f(en).
3 5 3
Ona:c2+3a2+3b7~ fe)=c2+3a,2+3b,}7— E—3cﬂ+5 e =3g,,2+3b/—5 (1=,

Or comme 1—¢,=a,+ b, on en déduit
3

3 3 3

e +3a,2 430" = fe)=3a2+3b, = (a,+ b)Y ==a=3a,b,+= b, == (a,—b,)*20.
2 2 2 2

Par suite ¢,2 +3aﬂ2+3b”22f([,1).

Remarquons que f(¢,) > 0 (il suffit de calculer le discriminant < 0 pour vérifier que f(¢) > 0 pout tout réel ¢).

Déterminons le signe de (1 = 6a, b, ¢,) — g(c,).

On a : (1=6a,b,c)—gle)=(1=6a,b,c)—(1=6¢>+12¢0,)==6a,(1—a,—c,)ec,)+6¢c,>—12¢,°
(I=06a,bycy)—glc))==6a,c,+ Ga2ey+6ayc2+6e,2+12¢,2==6¢,(ay—c¢,) +6c,a,®=c,?)+6¢,%(a,—
(M=6aybyen)—glen) =6ciay—cn) (=14 (ay+cp)+e,)=6¢,a,—c,)(c,—0by)
Orcomme0<¢,<b,<a,<lya,—¢,>0etc,—b,<0dou(l=6a,b,c,)— g(c,)<O.

Finalement (1 = 6a,b,¢,) < g(¢c,).

7
Remarquons que nous savons que (1 =64, b,¢,) =— >0.

1 1

On a donc obtenu 5,72+3a”2+319,,22f(cﬂ)>0 et 0<(1=6a,b,e,)<gle,) dou 0< <
g([ﬂ) 1_6ﬂﬂbﬂ€ﬂ

cA+3a2+30,°  fcy)
>

1_6ﬂﬂbﬂ[ﬂ N g([n).

(d). La fonction / = — est dérivable sur [0; 1].
K4

d’ou

[ﬂ)'

et ainsi
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1
n peut veritier que ne s'annuie pas sur 5 : c)=— ¢+ = ! c— onc est aecroissante sur ;| et
On peut vérifier que g ne s'annule p [0;1): g'(e)==12¢+ 362 =12¢(3 ¢ — 1) donc g est décroi 0

1 1
croissante sur [— ; O]: la fonction g atteint son minimum en — sut [0; 1].
3 3

1 7
Or g(g) = 5 > 0 donc g(¢) > 0 pour tout ¢ € [0; 1].)

Onah'(x)=
S8~ g' () f() (-3+50(1=62+123) = 12:Gc=1) (3 =30+ 2) 3044728 =722 +230-3

gx)? g(x)? g(x)?
Le nombre 4' (x) est du signe de &(¢) = =30 ¢* + 72> = 72 6% + 23 ¢ — 3 sur [0; 1].
Onak'(e)==1203+216% — 144 ¢+ 23 et £" (¢) = =360 ¢ + 432 ¢ — 144,
Le discriminant de £" (¢) est =20736 donc £" (¢) < 0 pour tout réel ¢.
On en déduit donc que £' est décroissante sur [0; 1].
Or £'(0)=23>0cet £' (1) =—25< 0 donc £' admet une unique racine ¢ sur [0; 1].
On détermine que cette racine ¢ est dans [0, 227 ; 0, 228].
On en déduit que £ est croissante sur [0; ¢] et décroissante sur [¢; 1] : la fonction £ atteint un maximum sur [0; 1] en ¢ = ¢.
On a &0, 227) = =0, 726 555 < 0 et £(0, 228) ~ —0, 726549 < 0.
En augmentant le pas, £(c) < —0, 725 < 0 pour tout ¢ € [0; 1].
La fonction £ étant un polyndéme de degré 4, il semble raisonnable d’affirmer que £(c) < 0 pour tout ¢ € [0; 1].

Remarque:

On peut étudier plus profondément pour assurer que £(¢) < 0 sur [0; 1].

1
Sinon on peut montrer en étudiant la différence f(¢) — g(¢) sur [0; 1] que f(¢) = g(¢) > 0 sur [O; g], ce qui suffit pour affirmer

1
que A(¢) = 1 pour ¢ € [0; 5]

Ainsi /' (¢) < 0 pout tout ¢ € [0; 1] et ainsi 4 est strictement décroissante sut [0; 1].

1
Rappelons alors que 0 < ¢, < — pour tout entier . En effet comme @, +b,+¢,=1et0<¢,<b,<a,<1l,ona3¢,<1.
3

Cnil

1
Ainsi = b(g] pour tout entier 7.

Cn

1 Cnt1
Or b(g) =1 donc Ak > 1: la suite (¢,) est donc croissante.
Cn

Comme de plus elle est majorée, alors on sait que la suite (¢,) est convergente.

Notons 7y sa limite.
1
De I'inégalité % = M(¢,), on déduit par continuité 1 = A(y) d’ou b(g) = (y).

1
Comme J est décroissante sur [0; 1], on en déduit y = g

1 1
De I'inégalité ¢, < g , on déduit y < ?5

1 1

Fianlementy=—:ona Lim ¢, =—.
3 n—+0o 3

Par suite comme a, + b, =1 — ¢, on en déduit que la suite (2, + b,) converge vers 1 —

W o

1
3
De plus comme ¢, < b, <az,ona2e¢,<2b,<a,+b,

2 1

Drapres le théoreme des gendarmes, on en déduit donc Lim 24, =— d’ou Lim 4, =— et finalement comme ¢,=1-14,—¢,
n—+o0o 3 n—+00 3
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que Lim a, =
n—>+oo

W | -

(e). Le deuxieme.

Sinon, il aurait été difficile d’observer trois populations de cellules différentes.

On peut en effet imaginer que les cellules observées se sont déja reproduites de nombreuses fois.
Sile scénario 1 correspondait, il n’y aurait plus que des cellules de type A a obsetver.



