Correction

Exercice 1:

On décompose 2010 en produits de facteurs premiers.
On a: 2010 =2X3X5X67.
Alors le nombre de diviseurs strictement positifs de 2010 est donné par (1 + 1) (1 + 1) (1 + 1) (1 + 1) =24 = 16.

Exercice 2:

On raisonne par I'absurde.

a
On suppose qu’il existe des entiers naturels « et & premiers entre eux tels que v 5 = —.
ppose q p q P

Ainsi les nombres a et & vérifient ’équation 5 P =ad.

Par suite 5| &* d’ou 5| a.
n
En effet, soit a = 1_[ 2% la décomposition en produit de facteurs premiers de a.
i=1

"
Alors a° = l—l 2% est la décomposition en produit de facteurs premiers de @’

i=1
Comme 5 est premier, comme 5 | & et comme la décomposition en produit de facteurs premiers contient tous les
diviseurs premiers, alors il existe 7 € {1; ...; #} tel que 5 = p,. Par suite 5| a.
On obtient donc ¢ =54"avec a' €N et ainsi 542 = 5% ¢'> dou b* =52 4' 3.
Par suite 5 | 4* et donc 5| 4.

Les nombres a et b sont premiers entre eux et admettent 5 comme diviseur commun: absurde.

3, . .
Le nombre V 5 est un nombre irrationnel.

Exercice 3:

g
Soit x et y des réels tels que 0 <x < y < E

Vs
Comme x et y sont des réels strictement positifs, et comme sin(x) > 0 pour tout réel x €] 0; —], montrer que
2

sin(y) g sin(y)  sin(x) sin(x)  sin(y)
< — revient a montrer que < C’est a dire que — = 0 c’est a dire que la fonction
sin(x)  x y X X y
sin(x) T
f définie par f(x) = est décroissante sur | 0; E]
X

T x cos(x) — sin(x)
La fonction fest dérivable sur ] 0; E] et f'l(x)= ——.

2

n &(x)
On définit alors sur [0; 5], la fonction g par g(x) = x cos(x) — sin(x). On obtient f'(x) = -
x



2| TestLouisLeGrandl.nb

T
La fonction g est dérivable sur [O; E] et g' (x) = cos(x) — x sin(x) — cos(x) = —x sin(x).
Vi b
Comme x € [O; 5], alors x sin(x) < 0 donc g' (x) < 0: la fonction g est décroissante sur [O; E]
T
Par suite g(x) < g(0) pour x € [O; E]
T

Or g(0) = 0 donc g(x) < 0 pour x €] 0; 5]

b b b
Comme x?% > 0 sur ] 0; E], alors /' (x) <0 sur]0; 5] la fonction fest décroissante sur ] 0; 5]

mosin(y)  sin(x) sin(y)
Ainsi pour tous réels xet ytels que 0 <x < y< —, < d’ou <—.
2 y X sin(x)  x

Exercice 4:
Soit ABC un triangle non aplati du plan. On note [ le point d’intersection des bissectrices intérieures issues de B et
C, et J le point d’intersection des bissectrices extérieures issues de B et C.

On note I, le projeté orthogonal de I sur (B C) et |’ le projeté orthogonal de J sur (B C).
On note A" le milieu de [B C].

On a la figure:

A . Vs
Comme (BI) et (B]) sont les bissectrices de 'angle B intérieure et extérieure, on obtient donc I B | = E et que

IBCetCB ] sont complémentaires.

Par suite comme les triangles BJ]” et BII’ sont rectangles respectivement en [ et en J, alors BII' et I BI' sont aussi

complémentaires.

A R T . R R 1 R
On en déduit BT I' :]B]'(: EABC) et de méme B J J' :IBI'(: E(n—ABC)).
Ainsi les triangles rectangles BJJ’ et IBI” sont semblables (trois angles au sommets égaux).

BI' I1I1' BI
On en déduit I’égalité des rapports — = — = —

JI' B]' BJ
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A A 1 . N A 1 N
De méme, on vérifie aisément que CII':]C]'[: EACB] et de méme C]]':ICI'[: E(ﬂ'—ACB)].
Ainsi les triangles rectangles CJJ” et ICI’ sont semblables (trois angles au sommets égaux).
JI' cl o

On en déduit I’égalité des rapports —— = = .
& PP clI' Iga ClI

BI' JJ II' CJ'
Par suite on a Iégalit¢ — X ——=—Xx——douBI'XB]'=CI'XC]"
Jpcr B II
Comme d’autre part les points I' € [BC] et J' € [B C] (rappelons que le point d’intersection des bissectrices est le
centre du cercle inscrit au triangle donc les points de tangence de ce cercle avec les cotés appartiennent a ces
cotés), BI'+ CI'=BCetB]'+CJ'=BC.
On obtient alors:
*BI'XxB]'=(BC—-BIYC]'douBI'(B]'+CJ)=BI'xBCetdoncBI'=C]'
*BI'BC-CJY)=CI'XC]'douB]'(BI'+CI)=BCxCI'douB]'=CI"
Ainsi comme ou BA'=BI'+1'A'et CA'=CJ'+]'A'ouBA'=B]'+]' A" et CA'=CI'+1' 4" et
comme B A'=C A',onobtient I' 4"'= ]' A" donc A" est le milieu de [I' ]'].

Exercice 5:

Soit B une partie de X de cardinal p, avec 0 < p <.

Alors le nombre de patties .4 de X incluses dans B est le nombre de parties de B, c’est a dire 27.

n!
Or le nombre de parties B de X de cardinal p, avec 0 < p <z est ( ! ) =—
P pln—p)

"\ n
Finalement le nombre de couples (A ; B) de parties de X telles que A C B est Z( ) 27,
o7
(7 N\
Remarquons que 20 = [ JZf’xl”*/’: 1+2)"=3",
quons q ;( p) ; p (1+2)

Ainsi le nombre de couples (A ; B) de parties de X telles que A C B est 3”.

Exercice 6:

a). Soit 7 € N*,
La fonction fest dérivable sur [0; 1] et £, (x) = nx""1 + 1.
Alors comme x € [0;1] et zeN*, nx" 1 +1=1>0.

Ainsi f,,' (x) >0 pour x € [0; 1]: la fonction f,, est strictement croissante sut [0; 1].

La fonction f, est continue et strictement croissante sur [0; 1].

De plus f,(0)=-1<0et9 f,(1)=1>0.

On sait d’apres le théoréme de bijection que 'équation f,(x) =0 sur [0; 1] admet donc une unique racine
x, €]0;1][.

b). Soit 7 € N*,

Calculons f,11(x,).
Surr(oe) =,/ e, — 1.
Or x, est I'unique racine sur [0; 1] de 'équation f,(x) =0 donc x,” + x, — 1 =0doux, — 1= —x,".
n+1

Par conséquent, f,11(x,) =x,""" —x," =x,"(x, —1).

Or x,€]0;1[ donc x,”>0etx,—1<0.
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On en déduit f,1(x,) <O0.

On sait d’apres la question a)., que f,,41 est strictement croissante sur [0; 1].
On sait aussi que x, €] 0; 1[, x,41 €] 0; 1[ et que f,41(x,) <0 et f,41(x,41) =0.
Partant, on peut affirmer que x, < x,41.

En effet, si x, = x,41, comme f,; est strictement croissante, on aurait alors f,11(x,) = f,41(x ,41)-
Or on sait que fﬂ+1(xﬂ) < fﬂ+1(xﬂ+l)'

Pour tout » € N* | x, < 5,411 la suite (x,) ,»1 est donc croissante.

Exercice 7:

Notons PTévénement “le test est positif” et C I’événement “la personne est contaminée”.

On sait alors que p(C) =0, 01, pc(P) =0, 99 et pE(P) =0, 05.

On en déduit

pP)=p(PNC)+ p(P N a = p(C) pc(P)+ p(C) pa(P)=0,01x0, 99 + (1 -0, 01)x0, 05 =0, 0594.
La probabilité pour qu’une personne obtenant un test positif soit contaminée est p p(C).

HPNC) 0,01x0,99
On obtient pp(C) = = ~ 0, 167 donc la probabilité pour qu’une personne obtenant un test
p(P) 0, 0594

positif soit contaminée, a une décimale est 0,2.

Exercice 8:

Soit x € [0; +ool.

X 6+6x+3x%2+x° 6+ 6x+ 3 x> u' (x)
=6><[ - ]=6— avec #(x) =6+ 6x + 3 x2 + x°.
X2 x 6+6x+3x2+x> 6+6x+3x7+x° #(x)
1+X+?+Z

En effetonabien #' (x) =0+ 6X1+3X2x+3x2=6+6x+ 3 x2

Remarquons de plus que #(x) > 0 pout tout réel x € [0; +ool.

”'
Ainsi une ptrimitive de — est In(#) sur [0; +co[.
u
3
Finalement une primitive de B [0; +oo[ est donc 6 x —1n(6 + 6 x + 3 x2 + x7).
X’ x
T+x+—+—
2 6

Exercice 9:
On pose Fp=0, Fy=1 et 'on déduit par récurrence la suite (IF,) ,»o grice a la relation de récurrence:
VﬂZO, F,Z+2=F”+1 +Fﬂ.
Remargue:

On aura reconnu la suite de Fibonnacci.

a). On raisonne par récurrence sur 7 € N,

On définit pour 7 entier naturel, la propriété FF, € N.

OnaFy=0ect0eNdonc FyeN. La propriété est vraie au rang 0.
OnaF;=1et1eNdoncF; €N. La propriété est vraie au rang 1.



TestLouisLeGrand1.nb |5

Soit 7 € N*,

On fait I’hypothese de récurrence (dite parfois récurrence forte) que la propriété est vraie jusqu’au rang #, c’est a
dire que pour tout entier £, 0<k<zn F,eN.

Onsaitque F,yy =F, + F,_(comme 7> 0, alors » — 1 = 0 et FF,,_; est défini).

Par hypothése de récurrence, on sait que F,eNet F,_; eN.

De plus on sait que la somme de deux entiers naturels est un entier naturel.

Par suite F . €N.

La propriété est vraie au rang » + 1. La propriété est donc héréditaire.

La propriété est vraie au rang 0 et au rang 1. De plus elle est héréditaire pour tout entier naturel 7 > 1.
Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier naturel 7 = 1.

Comme elle est vraie aussi au rang 0, pour tout entier naturel 7, F,, €N.

b). On raisonne par récurrence sur £ € N,

On définit pour £ entier naturle, la proprieté F3, est pair.

Pour £=0, on a F3yy=F; =0 et 0 est pair.

Donc Fy est un entier pair. La propriéte est vraie au rang &= 0.

Soit £ un entier naturel.

On fait hypothése de récurrence la propriété est vraie au rang £, c’est a dire que F3 est pair.
OnalFs3usy=Faps=Fapa+Fapn =+ Fsp+ Fyp =2F300 + Fag

Comme par hypothése de récurrence, I3 est pair et comme 2 F5 4, est clairement pair, on a donc I3 ¢4q) pai.

La propriété est vraie au rang £ + 1. La propriété est héréditaire.

La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire pour tout £ = 0.
Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier naturel £.

Ainsi pour tout entier naturel £, F'5, est pair.

c). Montrer que, si 7 € N* et si 7 divise #, alors I, divise F,.

Soit 7 un entier naturel.

Montrons par récurrence sur £€N et £= 2 la propriété P(£): F ., =F, F .1 +Fy F,.
OnakF,,=F, 4 +F,doncF, ,=F,F, .+FF, Lapropriété P(2) est vraie.
OnaaussiF,3=F,,+F,1=F,4+F,)+F,.1=2F, 4+F,.

Alors comme F3=2etFy=1,onaF, 3=F3F, 1+ F;_{F,.

La propriété P(3) est vraie.

Soit £ = 3.

On fait ’hypothese de récurrence, la propriété P(7) est vraie pour 3 </ < k.

OnaF, 1y =Fpre + Fpist-

Par hypothese de récurrence, Fpp=F,  F 1+ Fe  FetF o 1 =Fp 1 F,+Fg,F,

Alors Fosesy=Fe Fpr +Fe s Fpy+ Fe gy Fpy +Fe o By, d’ou
Forpry=F e+ Fp ) F oy +(Femy +Fep)F,, et donc Fup=FeyF,gq+F F, cJdest a dire
Fov@rty = Frat F oot + Ferny-1 Fo

La propriété P(& + 1) est vraie.

La propriété P(£) est donc héréditaire.

Drapres le principe de récurrence, comme la propriété P(£) est vraie pour £ =2, £= 3 et héréditaire, elle est donc
vraie pour tout entier £ = 2.

Ainsi F e =F¢ F 41+ Fpy F,, pour tout entier £ = 2.
Soit un entier natutrel 7 = 2.
Démontrons alors par récurrence sur p € N* que I, divise I, pour tout entier p = 1.

On a claitement F, | Fix,,.

Soit p un entier naturel non nul.
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On fait I’hypothése de récurrence: F,, divise F .

Ona F(p+1)m =Fpmim

Alors d’apres le résultat précédent, on sait que Fyi1),, = Fn Fppir + F it Fp

Alors comme par hypothése de récurrence, F, | F,, alors F,, | Fo1 Fpyetcomme Fy, | F)y F,pypq, onen déduit
que Fy | F oty me

La propriété est donc héréditaire.

Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier p = 1.

Remarque:
Elle est vraie pour £=1: F .1 =F{ F,. 1 +FyF, .

Soit alors 7 et 7z des entiers avec 7z # 0 et 7| n.

Sizn =0, alors comme 0 est divisible par tout entier et comme Fy =0, on a bien F,, | F,,.
Sin=1, alors comme le seul diviseur positif de 1 est 1, w=1etdonc F,,=F,. F, | F,.
Soit alors 7 = 2.

Sim=1, comme Fy =1 etque 1 divise tous les entiers, alors FF,, | F,.

On peut donc supposer 7 = 2.

11 existe un entier p tel que # = pm.

On a montré qualors I, | Fyuetdonc F, | F,.

Exercice 10:

L’équation X3 - ﬁ =19 revient a (x — y) (> + x T+ ]2) =109.

Comme 19 est premier, alors on obtient que le couple(x; y) est solution d’un des systémes suivants:
x—y=1 x—=y=19 x—y=-1 x—=y=-19
X +xy+ =19 ot x2+x]+]2=1ou x2+x]+)/2=—190u 2 4x g+ pP=-1
x—y=1
Résolvons § 5 .
x*+x y+ y°=19
X = 1 + j/ X = 1 + ]
5 d’ou 5 .
A+ +A+y)y+*=19 -6+ y+ =0
L’équation —18 + 3 y + 3 3% = 0 est une équation du second degré dont le discriminant est A = 225 > 0.
-1-5

Alors I’équation admet 2 racines y; = =-3e”Zecty,=2€”7.

Par suite le systeme admet 2 couples de solutions entiéres (—2; —3) et (3; 2).
x—y=19 x=19+y

Résol .
esovons{ P +19 y+120=0

. Il vient
Hxy+ =1 vien {

L’équation du second degré y2 + 19 y + 120 = 0 admet un discriminant négatif. Elle n’admet pas de solution réelle.

Par suite ce systeme n’admet pas de solution entiere.

x—y=-1 x==1+y
Résolvons{ 19 ’ofl{

Hx g+ P=— 392-3y+20=0"

I’équation 3 * — 3 y+ 20 = 0 admet un discriminant négatif. Elle n’admet pas de solution réelle.
Par suite ce systeme n’admet pas de solution entiere.

x—y=-19

x==1+y
) ) d’ou ) .
x*+x y+ yr=-1 3y =57 y+362=0

Résolvons {

L’équation 3 y? — 57 y+ 362 = 0 admet un discriminant négatif. Elle n’admet pas de solution réelle.

Par suite ce systeme n’admet pas de solution enticre.

En conclusion, les couples (x; y) d’entiers relatifs tels que x> — y° = 19 sont (=2; =3) et (3; 2).
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Exercice 11:

s
Soit 7un réel de ] 0; 5[.

(=2

On pose f,(#) =
pose /, 2" )

etl,= ff”(z‘) cos(¢)d .
0

72— 72

Ainsiona fy(1) =1, f1(H) =

(7‘2 _ ;2)0

a).Onal,= ffo(l) cos(t)dt et fo(2) = =1.
0

20%0!
donc I = f cos(?) d t = [sin(#)]} = sin(r).

0
(rz _ 12)1 P2 g2

Onal, =ff1(t)cos(l)df et f1(H) = =
0

211! 2
r? =72 r 1
Ainsi I = f cos()dt=— fcos(t) dt—-— ftz cos(?)d .
b 2 2 Jo 2 Jo
Calculons f # cos(z)dt par intégration par pat-
0

ties.

L rﬂ cos(r)dt = sin(#)], - f()’ 2¢sin(2)dt = |2 sin() - 24 (—cos()) | - (— j; 2 (—cos(?)) d;) et finalement
fz‘z cos(A) dt = [ sin() + 2 £ cos(?) — 2 sin(z‘)]g.
0 )
On obtient donc I = 3 sin(r) — 5 (72 sin(r) + 2 r cos(r) — 2 sin(r)) d’otr I} = —r cos(r) + sin(r).
b). Soit 7> 2.

(=) 1 Hr2 = 2y

_ ' _ _ 2_ 2 n—1 _
fut) = o donc f£,'(#) = o xux (=20 (=) = oy
1
Ainsi ACh R —r— (1x(? =2+ rx -1 =20 (2 = )7 doi
(7'2 _ lg)n—l (7”2 _ tz)ﬁ—z
fﬂ"(f):_ +IZ .
2=V (n = 1)! 2" (n—2)!

On a donc obtenu f," (£) = = f,_1() + 2 f,_(2).

(Z =) ="
Or  =Qu=1fu@+7 fra) = =f(N=201= 1) +7 ) dou
201 (p = 1)!

—@n=1) fur D+ P frsD = = frr(D = (P = P) faD 2 fya)  Cest 4 dire
_(2 n— 1) fﬂ—l(f) + 7‘2 fﬂ—Z(Z) = _fﬂ—l(f) + lz fﬂ—Z(l)'
Finalement, pout =2, f," (1) ==Q2n—=1) f,-1(H) + r2 Su2(2).

c). Par intégration par parties, ffﬂ(f) cos(#) dt = [ f,(2) sin(#)]y — ff”' (»)sin(r) dz.
0 0
De nouveau par intégration par parties,

f St costyde = [0 sin) = 7, () (~cost] - - f S0 (~cost) d don
0 0
ff”(z‘) cos(t)dt = f,(2) sin(?) + f," (#) cos(D] — ff”" (#) cos(?) d z.

0 0

Or [ f(2) sin(?) + f,,' (2) cos(D]o = (f4(r) sin(r) + f,," (r) cos(r)) — (£,(0) sin(0) = £,' (0) cos(0)).
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2 =2 r(r? — 7’2)”71 0x (72— ()2)”7l

Orf”(r)z W:O’f” (r)=—m=0,fﬂ(0) Sin(O):Oetfﬂ (O)Z—WZO.

Donc [ f,(#) sin(?) + f,,' (#) cos(#)]5 = 0.

Finalement ff,l(z‘) cos(r)dt = —ffﬁ "(#) cos(?)d t.
0 0

Comme daprés la  question précédente, f,"()=—-Q2n—1) f,_1(2) + r* f,o(¢), alors

flf,,(z) cos(dt= —f(—(z n—=1) fr_ (&) + 1% f,_2(2)) cos(£) d d’ou
0 0

ff”(z‘) cos()dtr=2n—-1) ffn—l(f) cos(?)dt — r? ffﬂ,z(z‘) cos(r)d?.

0 0 0

Finalement I, =Q2n—1)1,4 —r*1,,.

d). On suppose par 'absurde, qu’il existe N tel que, pour tout 7= N, I, =0.

On sait que II\" = O, II\“'+1 =0et Ii\"+1 = (2 (N + 1) - 1) Ii\r -2 Ii\;‘_1 d’ou —2 Il\r_l =0.
Alors comme Il\r = (2 N — 1) If\‘r—l - 7'2 Il\r_z alors Il\"—Z =0.

De proche en proche, on obtient donc Iny_y =Inp=... =1, =0.

On obtient donc I3 =(2x3—1)1,—r*1; dou I =0.

Enfin I, =(2%2—-1)I; =721, et donc I, =0.

Or on a montré a la question a)., I = sin(r).

Fis
Or sin(x) = 0 si et seulement si 7 =0 (modulo ) et » €] 0; 5[

Donc I # 0. Contradiction.

e). Soit .4 > 0.
11 existe N € N* tel que .4 < N.
A A A A A
Alors pour tout 7= N, — = —X... X X—X...X—
n! 1 N-1 N n
A A A
On pose — X... X :KeR+*ete:—e]0;l[.
1 N-1 N
A A A
Remarquons alors que pour tout entier / = N, — < E dou — <e
7 7
A" .
Ainsi 0 < - = Kxe™N,
n!
Comme 0 <e< 1, Lim €N =0 (suite géométrique de raison 0 <€ < 1) et donc d’aprés le théoréme des gen-
n—>+0o
Aﬂ
darmes, Lim — =0.
no+oo g

=2

Pour tout réel 7€ [0;7], 0< 2 — 2 <72 dou 0 <

20l 2l
De plus comme r €] 0; %[, pour tout # € [0; 7], 0 < cos(#) < 1.
(2= 2y 2
Par suite pout tout # € [0; 7], 0 = ————— cos(#) < .
27 p! 2" p!
2 . n ' n
Ainsi0O<], < flclld’oﬁcomme()<r<E,OSIlddt:rs—etdoncOsI,,s -,
2" nl Jo 0 2 2"l 2
bri\n
| 7 (7)
Finalement0<4"1,< — .
2 n!
br2\n

br?
Or A= 7 > (0 donc Lim =0 et d’apres le théoréme des gendarmes, Lim 4”1, =0.

no+oo  yl n—+00

f). On raisonne par récurrence sur 7 € N,
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On définit pour " entier naturel la propriété

P(n) : il existe des entiers relatifs #, et v, tels que " I, = u,, cos(r) + v, sin(7).

Onaly=0xcos(r)+ 1xsin(r) donc 49 Iy =1x1, = u( cos(r) + v sin(r) avec #5 =0 et 5y = 1.

La propriété est vraie au rang 0.

Soit 7 un entier.
On fait 'hypothése de récurrence P(£) est vraie jusqu’au rang #, c’est a dire que pour tout entier £, 0 < £ <7,
il existe des entiers relatifs #, et v, tels que " I, = u#,, cos(r) + v, sin(r).

Onamontréque I, 1 =Q2x+1)-1)I,— 21, .
2
a
Alors 4™V I =b2n+1) (0" 1,) - PX P (" 1,)=0Q@u+ 1) (V1) = (0 ,).

Alors comme par hypothése de récurrence, il existe des entiers relatifs #,, v,, #,.1 et v,_q tels que
v'1,=u,cos(r)+v,sin(r) et VI, =u,_q cos(r) + v, sin(r), on en

déduit:

P, =Qun+1)b(n,cos(r) + v,sin(r)) — a*(u,_1 cos(r) + v,_y sin(r))

P, =Qa+Vbu,—d®u,1)cos(r) + ((2n+1)bv,—a*v,,)sin(r).

Onpose #, 1 =QRu+ V) bu,—du, yetv, 1 =QCun+1)bv,—a*v,_.

Alotrs comme a, b, #,, #,_1, vy, v,—1 ¢t 27+ 1 sont des entiers relatifs, #,,1 et v,41 sont des entiers relatifs et ils
sont tels que 71 [ ,41 = #,.1 cos(r) + v, sin(r).

La propriété P(# + 1) est vraie.

La propriété P(n) est héréditaire.

La propriété P(#) est vraie pour 7z = 0 et est héréditaire pour tout » = 0 donc d’apres le principe de récurrence, elle
est vraie pout tout entier naturel 7.

Par conséquent, pour tout entier naturel 7, il existe des entiers relatifs #, et v, tels que & I, = u, cos(r) + v, sin(r).
q > p b q
2 : 21 o2h gl P .
g). On suppose par I'absurde que tan(r) est rationnel et qu’il s’écrit donc —, avec p et ¢ entiers.

Soit 7 un entier naturel.
On sait qu’il existe des entiers relatifs #, et v, tels que &" I, = u, cos(r) + v, sin(r).
Iﬂ

=u,+v,tan(r)=u,+v, — dou Vg

=u,+ pv, €L
cos(r) q cos(r)

Alors comme cos(r) # 0 puisque r €] 0; g[, b

puisque (#,; v,; p) € 73

I,
Drautre part, on a montré que Lim 4”1, =0 donc Lim /"¢ =0.
n—+0o n—+00 COS(?")
1 I, 1
Ainsi comme — > 0, il existe un entier N tel que siz= N, |/" ¢ -.
2 cos(r)| 2

1
Or le seul entier relatif £ tel que |£] < 5 est £=0: on en déduit qu’il existe un entier naturel N, tel que pour tout
I,
entier naturel 7= N, /'¢ " =0 Cest a dire tel que I, =0 pour tout entier naturel » = N puisque
cos(r
1
b gx # 0 :contradiction (question d).).
cos(r)

Par conséquent tan(r) n’est pas rationnel.

h). On suppose par 'absurde que 7 est rationnel. Alors il existe des entiers naturels p et ¢ tels que 1 = — avec
g

q+0.
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r Vg
Partant r = — = — est rationnel et » €] 0; —[.
4q 2
. 7T .
Alors d’apres la question précédente, on peut affirmer que tan(—) n’est pas rationnel.
4

bis
Pourtant tan(—) =1 € Q: contradiction.
4

Le nombre 7 est donc irrationnel.



