Correction

Exercice 1:

Soit ABC un triangle du plan euclidien tel que AB=4,BC=5et C.A=7.
On donnera ensemble des résultats sous forme d’un tableau contenant les valeurs exactes (et non approchées)

demandées.

a). Calculons cos(}l).
On utilise la formule d’Al-Kashi.

) . #+T-5 5
OnaBC?=AB+ AC?>-2AB.AC cos(A) d’ou cos(A) = —— = —.
7

2X4x7
A
Calculons sin| ? .

A) sin(A)

On sait que sin(2 @) = 2 sin(@) cos(@) ainsi sin| — [ = ———.
2 cos(?)
. " 25 24 2v6

Onasin(A)=V1-cos®(A) = _|1- 5 = 5 = - (un angle au sommet d’un triangle est compris entre

A A A cos(}l) +1 6
0 et 7 radians donc son sinus est positif) et cos(A) = 2 cos?l — | -1 d’ou cos| — | = f = ; .

RIS
Finalement sin| — |= —— = ——.
2 7
9
7
Calculons sin(lA3).
. AB*+BC*-AC* 4#+52-7% 1
On a cos(B) = = = _—.
2ABXBC 2X4x%5 5

Alors sin(l%) =

2
b). Notons A" le milieu de [B C]. Alors A G = 5 AA".
Comme AA? = AB+B.A"%*-2 ABxB A'cos(B), on obtient

5)2 5 1 Vv 105
AA = | #+|-| —2x4x—-x[--] = .
2 2 5

2
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105
Ainsi AG = T

c). Soit H le projeté orthogonal de A sur (B C).
Le triangle A H C est rectangle en H.

~ AH
Ainsi sin(C) = —.
AC
. AC*+BC*-AB 29 R 297 8vV6
Or dans le triangle ABC, cos(C) = =— dousin(C)= |1 —-[—| =—
2ABXBC 35 35 35

W Ve

35 5

On obtient donc A H =7X

d). Soit I 'intersection de la bissectrice intérieure de 'angle (A B,AA C) avec la droite (B C).

On raisonne dans le triangle AIH rectangle en H.
AH

On sait que ; = cos(H :4]).
. . . (. omy A
OnaHAI=HAB+BAI=(B— 5)+ ?
. . A .om (A
Ainsi cos(H AI) = cos(B - —) cos| — |- sin(B - —] sin| — d’ou
2 2 2 2
. o A oy (A . . A . (A
cos(H AI) = cos(— - B) cos| — |+ sin(— —B) sin| — | et ainsi cos(H A I) = sin(B) cos| — | + cos(B) sin| — |.
2 2 2 2 2 2
e 8V6 5v7 8Ve VT
Alors AT = = X = )
N N 5 11 11
2v6 6 1 7
x5 )X
En résumé:
Question Grandeur Résultat
N 5
cos(A) z
. (A 1
a). sin| e
sin(B) z \i?
b). Pre v 1305
o). AH 8V6.
D
d). Al BY6 VT
11
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Exercice 2:

a). On pose x =1+ A. Alors Lim x = 1.

50

(T+h*=1  hx(2+h) 1

On obtient f(1+ /) = = = X (2 + h).
In(1 + %) In(1 + %) In(1+4)
b
In(1 + 4) 1
Or on sait que — 1 #0donc Lim - =1.
b b0 b0 22

b

De plus Lim(2 + /) = 2.
h—-0

Finalement Lim
40 In(1+4)

b

X(2+ h)=2dou Lim f(1 + /) = 2 et ainsi par composition, Lim f(x) = 2.
5h-0 x-1

1
b). On sait que Lim In(x) = —oco donc Lim =0.
=0 x—0* ln(x)
x2 =1
De plus Lim(x? — 1) = =1 €R donc Lim =0.
x—0 x=0% In(x)

x2 =1 x? 1

c). Pour tout réel x > 1, = - .
In(x) In(x) In(x)
In(x) x2
Or on sait que Lim =0%" dou Lim = +o00
x—+00 X2 x—+00 ln(x)
1

De plus Lim In(x) = +oo donc Lim =0.
x—=+00 x—+00 hl(X)

x2 1
Par somme de limites, Lim — —— =+ood’ou Lim f(x)=+oo.
x—+00 ll’l(X) h’l(X) x—+00

2xXIn(x) = (P = DX~ x22In(x) = 1) + 1
d). La fonction fest dérivable sur R**/{1} etona f'(x) = = .
(In(x))? x(In(x))?

On pose g(x) =x?21n(x) — 1) + 1.
La fonction g est donc dérivable sur R** et on a g'(x) = 2 x(21In(x) — 1) + x*X — = 4 x In(x).
x

Comme x > 0 pour tout x €] 0; +oo[, g' (x) est du signe de In(x) sur R**.
Par suite, g' () <0 pour x €] 0; 1[ et g' (x) > 0 pour x €] 1; +oo[.

La fonction g est donc décroissante sur ] 0; 1[ et croissante sur ] 1; +-ool.
La fonction g admet donc g(1) comme minimum sur ] 0; +col.

Or g(1) =0 donc g(x) > 0 pour tout x € R**/{1}.

&(x)
Ainsi comme pour tout x € R**/{1}, f'(x) = — et comme x(In(x))> > 0 pour tout x € R**/{1}, f'(x) est
x(In(x))

du signe de g(x) sur R*/{1}.
On en déduit que f'(x) > 0 pour tout réel x € R**/{1} et donc que [ est croissante sur ] 0; 1[ et croissante sur

11; +oo[.

e). On obtient:
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Exercice 3:

Calculons la probabilité que le conducteur choisi ait un accident pendant I'année.
On note Q I’événement “le conducteur a moins de 40 ans” et 4, 'événement “le conducteur a un accident”.

Alors la probabilité que le conducteur choisi ait un accident dans année est p(A) = p(O () A) + p(@ N A).

_ 1
On sait que p(Q) = p(Q) = E etque po(A)=aet pg(/l) =b.

1 1 1
Ainsi p(A)=—a+ —b=—(a+ ).
2 2 2

Comme aucune information n’est donnée sur I'influence que le conducteur ait eu ou non un accident pendant une
année, on peut supposer que I'expérience aléatoire qui consiste a dénombrer le nombre d’accident d’un conduc-
teur choisi au hasard sur deux années est la répétition de deux épreuves aléatoires indépendantes a 2 issues: avoir
ou ne pas avoir eu d’accident une année donnée.

Ainsi, on en déduit que la probabilité que le conducteur choisi ait un accident lors de chacune des deux premiéres

1 21
années est donnée par (5 (a+ b)) = Z (a + b)*.

Exercice 4:

On raisonne par récurrence sur N.

On définit pour 7 entier naturel, la propriété P(n) : 2" + (=1)"*! est divisible par 3.
Pour n=0,0n22° + (=11 =1 —-1=0 et 3 divise 0 donc 2° + (—1)°*! est divisible par 3.

Soit 7 un entier.

On fait Phypothése de récurrence, P(#) est vraie, c’est a dire que 2" + (-1)"*1

On a 271 4 (=1)*D* = .
2/X2 4 (1) X (=1) = 27X 2 4 (= 1) X2+ (=1)™! X (=3) = 2% (27 + (=1)"™*!) = 3x (=1)"*!

est divisible par 3.

Alors comme par hypothése de récurrence, 27 + (=1)"*! est divisible par 3 et comme 3 X (—1)"*! est divisible par
3, le nombre 2X (27 + (—=1)""') = 3x (=1)"*! est divisible par 3.

Finalement 2*1 + (=1)"*D*! est divisible par 3: la propriété P(z + 1) est vraie.

La propriété P(x) est héréditaire.

La propriété P(#) est vraie au rang 0 et est héréditaire pour # = 0.

Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier 7.

Ainsi 27 + (=1)"*! est divisible par 3 pour tout entier naturel 7.
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Exercice 5:

Soit A I'ensemble des réels x tels qu’existe (a; b; ¢; d) € Q“pour lequel x=a+ b \/? +¢ \/? +d \/g

a). Soit x et y des réels de A.

On sait quil existe (a;4;0d)€Q* et (a'50"c";d") € Qtels que x=a+b \/? +c \/? +d \/Z et
y:a'+b'\/?+;'x/?+d'\/?.

Alors:

X}/:(Jlﬁ'b\/?-l‘f\/?-l‘d\/Z)(d"l‘b'\/?+['\/?+d’\/g)
xy:aa'+ab'\/?+m'\/?+ad'\/?+
ba' N2 +6N2 B'N2 + V2 V3 V2 Vo +
f\/?d'+f\/?b'\/?+[\/?i‘\/?+f\/?d'\/z+
A6 a'+d N6 »'N2 +dV6 V3 +dVe d'V6
xy=aa +2bb'+3cc'+6dd" + puisque \/?\/?:\/Z, (ﬁ)zza, ﬁ\/zz\/W:Z\/? et
V2 (@b +ba'+3cd' +3dc)+
V3 (ac'+2bd" +ca' +2db) +
V6 (ad' +be'+cb' +da")
V3 V6 =v2x9 =3v2.
Finalement en posant A=aad"+2bb'+3cc'+6dd', B=ab'+ba'"+3cd" +3d¢,

C=ac'+2bd +ca'+2db' et D=ad'+bc'+¢b'+da', on obtient que xj=A+B\/?+C\/?+D\/Z
avec (A4; B; C; D) € Q*.
En effet les nombres A4, B, C et D sont des sommes de produits de rationnels donc des nombres rationnels.

Finalement x y € A.

b). On suppose que 'un au moins des quatre rationnels 4, b, ¢, d n’est pas nul.
On raisonne par I'absurde.

On suppose donc que l'un au moins des quatre rationnels a, b, ¢ 4 n’est pas nul et que
x=a+b\/?+f\/?+d\/zzo.

Soit un seul des nombtes 4, b, ¢ ou d est non nul.

esiat0etb=c=d=0alors x =a # 0: absurde.

°sib#:Oetngzdz(),alorsxzb\/?:/:(): absurde
De méme avec cet d.

Donc il ne peut y avoir un seul des nombres 4, b, ¢ ou d non nul et x = 0.

Soit deux seulement des nombres 4, b, ¢ ou 4 sont non nuls.

—a
'siaiO,b#:Oetf:d=Oalorsx:a+b\/?d’oﬁcommexzo,\/2 =7€Q:absurde.

—a
'sia=/=0,£=#Oetb=d=0,alorsx=a+£\/?d’of1\/3 = — € Q: absurde.
¢

Vi -b Yy
'sib#O,HtOeta=d=0,alorsx=b\/?+f\/?d’oﬁF=—c’estédireJ;:—EQ:absurde.
) ¢ ¢

-
'Si[iO,d#OetdeZO,XZI\/?-i-d\/Zd’Ofl\/?I;EQ:abSurde.

Dans tous les cas, deux exactement des nombres 4, b, ¢ ou d ne peuvent étre non nuls et x = 0.

Soit au moins trois des nombres 4, b, ¢ ou 4 sont non nuls.

Alorsx=Oentrainea+bﬁz—\/?([-l-d\/?).
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Comme c+0oud+0,c+d \/? # 0. En effet sinon 4 \/? = —¢ donc si d =0, alors ¢ =0, impossible, si d # 0,

—c
\/; = ; € Q, absurde.

bV2 +oV2)(e—dV2 —2bd b-ad
Par suite \/?z o =—(ﬂ )(5 )=ﬂ[ +\/Z([ ‘ )=A+B\/; avec

—(£+d\/?) > =242 2 =242 2 =24>
(4B Q.
Remarquons que comme\/?:#Oet\/?eEQ, alors A+ 0et B+ 0.
3—A4*-2PB
Onadonc3=(A+BV2) dou3— 42 -2B =2 ABV2 ctainsi y 2 == 5 € Qabsurde

Dans tous les cas, Ihypothése “T'un au moins des quatre rationnels a, 4, ¢, d n’est pas nul et que
x=a+bV2 +cV3 +dV6 =07 améne une contradiction.
Par suite si 'un au moins des quatre rationnels 4, 4, ¢, dn’est pas nul alors x =2+ b V2 +¢V3 +dV6 #0.

c). Soit x un élément non nul de A.

D’apres la question précédente, au moins un des nombres 4, b, ¢ ou d est non nul et donc le nombre

x'=(ﬂ—h\/?—\/?£+d\/?)=(a—b\/?)—\/?(t—d\/?)estaussinonnul.

On a lz ! = ( _b\/?)_\/?([_dﬁ) d’ou
X g bV2 +eV3 +dV6 ((a+b\/?)+\/?(t+d\/?))(g—b\/?)—\/?(f—dﬁ))

1 (ﬂ—/ﬁ\/?)—‘/?(f—dﬁ)

;Z(42—2%—3;2+642)+2ﬁ(—b[+ad)'

Commex:#()etx’#:Oalorsxx'#:Odonc(42—2172—352+6d2)+2\/Z(—bf+¢zd)¢0.

Remarquons de plus que (42—2b2—3f2+642)+2\/Z(—b£+ad)=a+ﬂ\/?+7/\/?+5\/Z avec
B=7=0€t(a;ﬂ;y;6)€Q4donc(aZ—ZbZ—3£2+6d2)+2\/Z(—1M+ad)eA.

Donca= (> -2 =32 +6d*) oud=(—bc+ ad) est non nul.

D’aprés la question b)., on sait donc que («> =242 =32+ 64%) -2 V6 (=be+ad)+0.

Alors :—Cz(((a-za\/?)-\/?([—d\/?))((42—2@2—3[%6,12)—2\/Z(—mmd)))/
(((42—2/72—352+6d2)+2\/Z(—bc+ad))((az—2/az—3;2+6d2)—2\/Z(—/m+ad)))

Remarquons alors que le numérateur est le produit de deux nombres de .4 donc un nombre de .4 d’apres la
q q p p

question a)..
De plus (@ =22 =32 +6d)+2V6 (=be+ad) (@ =207 =32+6d2) -2V 6 (~be+ad)=
(=20 =32+6d%)*—24(=bc+ad?eQ

1 A+BV2 +CcV3 +DVe6
Ainsi — = =A'+B’\/;-FC'\/?+D'\/zavec(A';B';C';D')EQ“.
x

E

Le nombre — est donc dans 4.
x

Exercice 6:

Soit @ et b deux entiers naturels strictement positifs.
On pose 0 = pged(a; b) et i = ppem(a; b).
Raisonnons par disjonction des cas.

On peut supposer a < b.



Test CPGE5 |7

Cas 1: a| b (en patticulier si a = b)

Alors 6 = pged(a; b) =aetppem(a; b)=bdoua+ b=0+ .
Cas2:anb=1.

On peut supposer a < b.

Alors 6 =pged(a; b) =1 et u=ppem(a; b)=ab.
Remarquons que 2 < a < b.

ab ab
Parsuitea< —etb<— dowa+b=<ab<ab+1.

Ainsi a + b< 6 + .

Cas 3: a < b et a et b ne sont pas premiers entre eux et « ne divise pas b.

11 existe des entiers ' et &' strictement supérieurs a 1, premiers entre eux tels que a=0a'et b=06 5"

De plus p = ppcm(a; b) = ppem(a'; b')=06a'b'.

Onamontré que '+ b'<1+4a'b' d’ou comme 60=2>0,0(a"+ ") <0(1+a'b") etainsia+ b<d+ .

Finalementa+ b<0+ peta+b=0+ ysietseulementsia|boub|a.

Exercice 7:

Soit /A‘l, Bet C les trois angles d’un triangle 4ABC du plan euclidien.
On peut supposer, quitte a réordonner les noms des sommets: A<B=C.
N T ~ V4 . T
Onsaitalorsque C= —et0<s A< —et0<B=< —.
3 2 2
A A A . T . T . T
En effet, comme A + B+ C =, alors on ne peut pas avoir A4 < g ,B< g et C< g

A A . T ~ T .7
DeplussiCZ;—r,alorsA+Bs5d’oﬁAS5€tBsE.

On a alors sin(;/i) + sin(E) + sin(é) = sin(;/i) + sin(E) + sin(ﬂ - (;4 + IAB)) == sin(;4) + sin(IAB) + sin(;fl + ]§)
. T
Soit alors B e [0; —].
2

T A N
On définit la fonction fsur [O; E] par f(x) = sin(x) + sin(B) + sin(x + B).

. B B
Ona f'(x) = cos(x) + cos(x + B) =2 cos[x + g] cos[g].

B T B B
Comme E IS [0; Z], alors cos E >0 et donc /' (x) est du signe de cos| x + E .

Vg 3
Alors comme 0<x < —et0< T
n B n B
et f'(x)<0si —sx+—=<—+—.
2 2 2 2

=

IA

X+ —=—4+—=

,0

~ 1N
N | o
NI
N | o

Donc f'(x)z0si0=<x+

=

B
2
Vs
2

o | o

n B n Bn
Ainsif'(x)ZOpourxe[O;E—z]etf'(x)sOpourxe[E—z;E.

o>

T

Dans tous les cas la fonction fprésente un maximum pour x = — — —.
2 2

n B n B . n B B .
Ce maximum est égal a f| — — —[=sin[ — — — [+ sin(B) + sin] — + — | =2 cos | — | + sin(B).
2 2 2 2 2 2 2
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bis x
On définit la fonction g sur [0; E], par g(x) =2 cos(g) + sin(x).

1 X X X X
Onag'(x)=-2x— Xsin(—) + cos(x) = cos(x) — sin(—) =-2 sinz(—) - sin(—) + 1.
2 2 2 2 2
1
Le trinéme du second degré —2 X2 — X + 1 admet 2 racines X; = —1 et X, = 5

On sait donc comme —2 <0, que —2 X% = X + 120 pour X € [—1; %] et =2 X? — X + 1 <0 sinon.
Orxe [0; g] donc g € [0; 2] et ainsi sin(g) IS [0; é] six € [0; g] et sin(;—c) S [%, l] six € [g, g]

s b
Par suite g'(x) = 0 pour x € [O; g] etg'(x)<0sixe [g, 5]

n n n n V3 W3 33
La fonction g admet donc un maximum pour x = g égal a g( ) =2 cos( ) + sin(g) =2x - + - = —

~ N

Finalement, quels que soient les angles A, B et C, avec ASBS&,

B . 33

sin(}l) + sin(é) + sin(é) <2 cos(g) + sin(B) < S

Exercice 8:

571 571!
Ona ( ) =
45 451(571 — 45)!

Considérons un entier naturel 7 Le nombre de 0 qui termine I’écriture décimale de #! est donné par le nombre de
couples (2; 5) que 'on peut former avec tous les facteurs de #!. En effet si #! se termine pat p zéros alors il est
divisible par 107 = (2Xx5)2.

11 s’agit donc de dénombrer les 2 et les 5 rentrant dans les décompositions de 5711, 45! et (571 — 45) !=526!.

11 est clair que déterminer le nombre de 5 suffit, puisque qu’il y a “plus” de multiples de 2 dans {1;2; ...; 7} que de
multiples de 5.

Ona45!=1x2X...xX45:ilya1 seul multiple de 25 dans {1;2; ...; 45} et 9 multiples de 5 dont celui de 25.

Par suite 45 1= 58x 52X £ = 510X &, avec £ entier naturel non divisible par 5.

Dans la liste {1;2; ...; 526}, comme 526 = 4X 125 4 26, comme 526 = 21X 25+ 1 et comme 526 =105Xx5+1,ily
a 4 multiples de 125, 21 multiples de 25 dont les 4 de 125, 105 multiples de 5 dont les 21 de 25.

Par suite 526! = (5%)* x (52)*1 7 x 510521 &' = 5130 x &' avec £' entier naturel non divisible par 5.

Dans la liste {1;2;...; 571}, comme 571 =4X 125 4+ 71, comme 571 =22X 25+ 1 et comme 571 =114x5+1,ily
a 4 multiples de 125, 22 multiples de 25 dont les 4 de 125, 114 multiples de 5 dont les 22 de 25.

Par suite 5711 = (5%)* x (52)7*x 5114-22 " = 5140 £" avec £" entier naturel non divisible par 5.

571 5140X/é" ,é" ,é"
On en déduit ( ) avec 5 ne divise pas 'entier .
45 EXE'

510 ex50x e AXA
571

71) doncl b (
et donc le nombre 45

45

Par suite 10 ne divise pas ( ) ne se termine pas par zéro.

Exercice 9:

On pose Py(x) =2, Pi(x) = x et par récurrence, P ,41(x) = x P ,(x) — P,_1(x).
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a). On raisonne par récurrence sur 7 = 1.

On définit la propriété

O(n): il existe des entiers relatifs @,y ,; ...; ag,, telsque P,(x) =x" + a,_q ,x" '+ ... +ag ,

Pour #=1,0ona Pi(x)=xetx=x!+0avec 0 € Z.

En posant @ =0, on a bien Py(x) = x! + ag et ag; € Z.

La propriété (1) est vraie.

Soit 7 un entier relatif.

On fait ’hypothese de récurrence, QJ(£) est vraie pour tout 1 < £ <7, c’est a dire que pour tout entier 1 < &<z, il
existe des entiers relatifs a4y z;...; ag g tels que Pp(x) = xf + apq o x¥ 1+ L+ ag

On sait que P ,1q(x) =x P,(x) = P,_1(x).

Alors comme par hypothése de récurrence, il existe des entiers relatifs @,y ,5...; ¢ ,tels que
P,(x)=x"+ a,,_Lﬂx’H +...+ap, et des entiers relatifs @, ,-1;...; ag -1 tels que
Poa(x)=x""1T4a,5,1 5" 2+ . +ag,1, on

obtient:

P,ii(x) = x(x” + aﬂ_l,ﬂx”_l + ...+ ao’,,) - (x”‘l +a,0 -1 X2+ czo’ﬂ_1)

1)ﬂ+1(x) = X”-H + ap—1p X"+ (ﬂﬂ72,ﬂ - 1) Xﬂ_l + (ﬂﬂ*:’),ﬂ - ﬂﬂ72,ﬂ71) X”_Z + (dO,ﬂ - ﬂl,nfl) x+ ago,,—1-

En posant @, ,41 = @15 4 y—1p+1 = 42 = Ly ooy 1401 = @0 — @141 €t a0 441 = d -1, 1l existe donc des entiers
relatifs tels que P,.q(x) = 5" +a,, 01 X" + ...+ ag_ 41

La propriété QO(n + 1) est vraie.

La propriété Q(x) est héréditaire.

La propriété Q(n) est vraie au rang # =1 et est héréditaire pour » =1 donc, d’apres le principe de récurrence, elle
est vraie pour tout entier naturel 7, 7= 1.

Ainsi pour chaque 7 = 1, existent des entiers relatifs @,y ,; ...; ag_, tels que P,(x) =x"+ a,_1 ,x" '+ ...+ ag

b). Soit # € R.
On définit pour 7 entier naturel, la propriété R(#): P ,(2 cos(8)) =2 cos(#6).

Pour #=0, 0n a Py(2 cos(d)) =2 et 2 cos(0x0) =2 cos(0) =2 donc Py(2 cos(f)) =2 cos(0x6).
La propriété R(0) est vraie.

Soit 7 €N.

P,.1(2 cos(8)) = 2 cos(0) P,(2 cos(@)) — P ,_1(2 cos(H)).

D’apres hypothese de récurtence, on obtient P ,,1(2 cos(f)) = 2 cos(0) X2 cos(# ) — 2 cos((n — 1) 6).
Or cos((n— 1) 0) = cos(# 8 — ) = cos(n 0) cos(8) + sin(# 6) sin(6).

Par suite P ,,1(2 cos(8)) = 4 cos(0) cos(#0) — 2 cos(8) cos(n ) — 2 sin(0) sin(#x 6)

P,.1(2 cos(8)) = 2 (cos(8) cos(n 6) — sin(6) sin(# 0))

P,.1(2 cos(8)) =2 cos(B + n6)

P .12 cos(0)) =2 cos((7+ 1) 0): R(# + 1) est vraie.

La propriété R(#) est héréditaire.

La propriété R(#) est vraie au rang 0 et est héréditaire pour #» = 0 donc d’apres le principe de récurrence, elle est
vraie pour tout entier 7.

Ainsi pour tout entier naturel #, P ,(2 cos(6)) = 2 cos(# 6).

c). On raisonne par I'absurde.

Supposons qu’il existe un entier N non nul tel que (1 +28)N € R.
On pose p=|1 +21] =\/?et0=arg(1 + 210).

Alors (14 20)N = pN €N = pN(cos(N ) + isin(IN 6)).

] kT
Comme (1 + 28N €R alors sin(N 6) = 0 donc il existe un entier relatif & tel que N @ = £ d’ou tel que 6 = F

On en déduit donc cos(IN §) = +1.
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Or d’apres la question b)., on sait que P (2 cos(6)) = 2 cos(IN 6) d’ou P (2 cos(d)) = £2.

1 2
Remarquons de plus que cos(d) = ——. Ainsi P N(— e’.
V5 Vs
2
Montrons pour tout entier naturel 7 non nul que P”[F ¢Z.
5

2 P
On définit pour tout entier #» non nul, la propriété Pﬂ[—] = avec p,€Z et p,A5=1.

Vs sy

OnaPl(i]ziavecZeZetZ/\S:l.
Vs ) s
2 6 —6
OnaaussiPz[—]:——: avec —6 € Z et —6A5=1.
Vi) sy

La propriété est donc vraie pour n=1cet 7= 2.

Soit # €N avec # = 2.

On fait ’hypothése de récurrence que la propriété P, est vraie pour 1 < £< 2.

2 2 2 2
On sait que P”H[—] =— P,{—] - Pn_l[—].
NED ANE Vo) B W

Par hypothése de récurrence, il existe donc p,eZ et p,1 €Z avec p,A5=1¢ct p,1A5=1 tels que

P )= L [i)zﬂ
R ELE el W )

2 2 P Dt 1
On obtient alotrs P, 4| — - = 2 pi=5p,-1)

V) NE R WA W)
On posealors p,y1 =2 p,—5p,1.
Ona p,. €Z.

Onaaussi p,41 AS=1.

En effetsi p,41 A5 # 1, comme 5 est premier, alors 5 | Pur1 dou5 | 2p4=5p,1
Or comme 5|5 p,_; on obtient alots que 5|2 p,,.

Drapres le théoréme de Gauss, comme 2A5 =1, alors 5 | Pt contradiction.

. 2 pﬂ+l
Par suite P, | — | = ——__avec P11 €L et pn5=1
n+
V5 ) (5)
La propriété est vraie au rang 7 + 1. Elle est donc héréditaire.

Drapres le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout entier naturel » non nul.

. . 2 Dn
Ainsi pour tout entier naturel # non nul, P,| — | =

Vi) (Vs)

On en déduit que pour tout entier naturel » non nul, P, ¢ Z.
En effet:

n 2 n
* si 77 est impair alors (\/?) =(\/?)2/€\/?=5k\/?d’oﬁp,{F]= ? \/?EZ sinon V5 €Q.

5 5é+1

avec p,el et p,A5=1.

" 2 p

* si 7 est pair alors (\/ 5 ) = (\/ 5 )2/6 =5¢doaP,| —|= ]J_
)

2

Alors si P,| ——
V5

€Z, p,=5%gavec g€ Z (k=1 puisque 7 > 0) donc 5| p,: contradiction.
P q q puisq P
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2
Dans tous les cas, pour tout entier naturel » non nul, P,| — | ¢ Z.

Vs

. 2
Or §’il existe une entier naturel N non nul tel que (1 + 2 )N eR alors P ~| — | € Z: contradiction.

5

Par conséquent, (14 21i)” n’est réel pour aucun entier naturel non nul 7.



