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Sciences Po 2010: sujet 0

Correction

Partie I

a
1.a). La fonction x+ 1+ — est dérivable sur ] 0; +co[ et a valeurs dans ] 0; +oo[ puisque pour a >0 et x> 0,
x
a
1+=>1>0.
x
a
Ainsi comme la fonction x = In(x) est dérivable sur ] 0; +oo[ alots par composition, x - ln(l + —) est dérivable sur
x

10; +o0].
a
Enfin comme de plus x - x est détivable sur ] 0; +co[, alots par produit, la fonction f:x+ f(x) = xln(l + —) est
x
déivable sur ] 0; +ool.

a -5 a a a a
Pour tout réel x €] 0;+oo[,f'(x)=1><ln(1 + —)+x>< =]n(1 + —)— —ln(l + —)— .
x 1+ 2 x/ a1+ i) x/ x+a
a
b). On a montré que la fonction x - ln(l + —) est dérivable sur ] 0; +oo].
X
1 a
On a aussi montré que la fonction x est dérivable sur ] 0; +oo[ donc x est dérivable sur | 0; +oo|.
a+x a+x

a a
Ainsi pat somme, f':x [ (x) = ln(l + —) - est dérivable sur | 0; +oo].

X a+x
—é a a a —(a+x)+x Ve
Pour tout réel x €] 0; +oo[, f" (x) = il A =- + =aq =— .
1+ = (a+ x)? (x+a)x  (a+x) x(a + x)? x(x + a)?
2
c). Pour tout réel x €] 0; +co[, /" (x) =— .
x(x + a)?
2
Ora>Oetx>0doncx(a+x)2>0etainsif"(x)=—7 <0.
x(x + a)?

Par conséquent la fonction /' est strictement décroissante sur ] 0; +ool.

1 a
d). Onsait que Lim —=0donc Lim 1+ —=1.

X++00 e x—+00 X

De plus Lim In(X) = 0 par continuité de In.
X-1

a
Ainsi par composition de limites, Lim ]n(l + —) =0.

x—+00

X
1
Ensuite on sait que Lim x + 2 = 400 donc par inverse de limites, Lim =0.
x—>+00 X2+00 o+ g
a a
Finalement par somme de limites, Lim ln(l + —) - =0.
xoteo X x+a

Onadonc Lim f'(x)=0.
x—+00

La fonction f'est strictement décroissante sur ] 0; +oo[ et Lim f'(x)=0.
x—>+00
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Par suite on peut en déduire que f'(x) = 0 pour tout réel x €] 0; +ool.
La fonction fest donc croissante sur ] 0; +ool.
Remarque:
La fonction /' est strictement décroissante sur ] 0; +oo[ donc pour tous réels x et x' tels que 0 < x < x', on a donc
S ) > 1.
Ainsi par passage a la limite Lim f(x) = Lim /(x").
x'=+00 x'=+00

Or Lim f'(x)= f'(x) (indépendant de x) et Lim f'(x')=0.
x'—400

x'—400

Donc f(x)=0.
Sinon on peut aussi raisonner par l'absurde et montrer que s'il existe /' (x) <0 alors /' ne peut pas étre strictement
décroissante.
. a\n a
2.a). Pour tout entier naturel 7= 1,ona v, =1In(x,) = ln((l + ;) ) = nln(l + ;) = f(n).
Ainsi comme la fonction fest croissante sur ] 0; +co[ et comme pour tout entier natutel 7, 7 <7+ 1 et n €] 0; +oo[ et
n+1€]0; +ool, alors on en déduit f(#) < f(n+1) d'ou v, <v,.q.
La suite (v,) est donc croissante.
Remarquons alors que comme pour tout entier naturel # > 1, v, = In(x,) alors €’ = €20 = y,,.

Ainsi comme #, <v,,, et comme la fonction exponentielle est croissante sur R, on obtient e’ < e’ et ainsi

Uy S”ﬂ+l'

La suite (#,) est donc croissante.

In(1+x) In(1+x)—In(1)
b). On remarque que pour tout réel x, x > 0, = .
x x

1
On sait que la fonction In est dérivable en 1 et que (In)' (1) = I =1.

In(1 + x) — In(1)
Or par définition du nombre dérivé de la fonction x = In(x) en 1, on a (In)' (1) = Lim —— .

x—0 X
In(1 + x) In(1 + )
On en déduit donc Lim ——— = 1( et ainsi Lim =1).
x=0 x x-0* x
a a a lﬂ(l + i)
c). Pour tout entier naturel =1, v, = nln(l + —) == 1n(l + —) =axX———.
n) = " <
a In(1 + ) In(1 + %)
Alors comme Lim — =0 et comme d'aptres 2.b)., Lim ——— =1, alors on en déduit Lim ———— =1 d'ou
=100 g x>0 X n—+00 2
ln(l + %)
Lim aX————=a.

n—>+o0o =
n

Finalement Lim », = a.
n—+oo

Enfin on a montré que pour tout entier naturel 7= 1, #, = e’

Comme Lim »,=a€R et comme la fonction exponenticlle est continue sur R, alors
n—+00

. . " Lim »
Lim #,= Lim e’ = e»+~
n—>+oo n—->+oo

”:eﬂ



Devoir Surveillé, Terminale S |3

Partie II
Taux d'intérét annuel et taux d'intérét d'une fraction d'année.

1.a). La somme S est placée au taux annuel de 7 % avec r > 0 donc au bout d'un an de placement, la somme S est

r
multipliée par (1 + —)
preep 100

-
On dispose donc de la somme 50(1 + E)

b). Pour » =5 et 5, = 10000euros, on obtient donc que la somme dont on dispose au boit d'un an de placement est

5
10000x|1 + — [ =10500 euros.
100

2.a). Au début de chaque période, la somme placée pour la période est la somme placée la période précédente augmen-
r

tée de —%.
n

Au début de chaque période, la somme placée pour la période est la somme placée la période précédente multipliée par

; r
1+ =1+

100 1007

r

Ainsi pour tout entier £, 1 < k<n—1,5,= AY/€_1(1 + ), puisque S, est la somme placée au début de la (£ + 1)-
n

iéme période et S, la somme placée au début de la période précédente.

r

—), alors la suite (8 ¢)p<e<, €St une

b). On remarque alors que comme pour 1 <k<#z—1,0ona S, = Sk_l(l + 5
n

,
suite géométrique de premier terme S et de raison (1 + )
100 #

o . r\k o . R 100
Ainsi pour tout entier 0 < <7, 5, = 50(1 + W) et en particulier §', = 0(1 + o0 ”) =S 0[1 + 7] .

r a\n
OnposeazE,etonobtientS”ZSoﬂ”oilﬂ”Z(l+—).

ﬂ
o r
c). On sait, d'apres la premiére pattie, que Lim #, =e* = e aveca = —.
n—=+00 100
Par suite, comme Lim §,= Lim Sy#,=5, Lim #,, alors Lim §,=5,e".
n—+o0o n—+oo n—+o0o n—>+oo

En divisant I'année en un grand nombre de périodes aussi petite que possibles, la somme obtenue au bout d'un an de

placement est presque égale a 5 @i,

,
d). Pour le premier placement la somme obtenue au bout d'un an de placement est § 0(1 + E) =Sguy.

Pour le second placement, la somme obtenue au bout d'un an de placement, pour # périodes, est

r ”
) 250%”.
100 »

Or on a montré que la suite (#,) est croissante.

5‘0(1+

Donc pour tout entier naturel 7= 1, #, = u;.
Ainsi pour tout entier naturel 7= 1, Sg#, = S u;.
Ainsi le deuxiéme placement est toujours plus avantageux.

e). Au bout d'une année de placement, on obtient .1, = 10000 X (1 + ﬁ)m ~ 10511, 62 euros.

On retrouve bien que 10511, 62 > 10500 donc que le 2i¢me placement est plus avantageux que le premier.

3.a). Posons S, ' la somme placée au début de la (& + 1)-ieme période pour 0 < £ < 7.

La somme ;' est donc la somme §,_; ' augmentée des intéréts générés par le taux 7,% pour 1 < k<n—1.

T'n T
Ainsi pour tout £, 1 <k<n—1,0ona 5" '=5,¢' (l + —), suite géométrique de raison (1 +
100 100

) et de premier

terme S
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7n \F
On en déduit donc, comme a la question précédente que ' =5 0(1 + R) et donc que la somme obtenue au bout
1

Tno\"
d'un an de placement, c'est a dire # périodes, est S ,' = S(](l + 100) .

r Tn \"
b). On veut donc déterminer 7, tel que S ,' = 50(1 + E), c'est a dire tel que (1 + E)

r
(1+ =}
100
ra r T ln(l + W) Ty 1n(1+”7)
On en déduit donc nln(l + —) =1r1(1 + —) d'ou ln(l + )z — puis 1+ 00 =e -+ et donc

100 100 100 n”
1n(|+“’7)
7, =100 [e . = 1).

Remarque:

1
r ro\-
On peut aussi écrire 7, =100| o/ 1+ — —1|our,= (1+—) -1}
100 100

100 In(1,05)

1n(1+i]
c). On obtient 71,(5 %) = 100 [e 2 — 1] =100 (@T - 1) ~ 0, 407.

Partie III
Placements avec taux d'intérét instantané variable.

1). On suppose que pour tout ¢ € [0; +co[, ona i(#) = b e R.

Par suite la fonciton § estune fonction dérivable sur [0; +oo[, solution de I'équation différentielle y' =4 .
On sait donc que la fonction § est de la forme S(#) = C €”” avec C € R.

Comme de plus S(0) = 5 alors on en déduit donc C e =5 d'ou C = S,

Ainsi § est la fonction définie sur [0; +oo[ par S(7) = 5, €’’.

2.a). Comme 7 est continue sur [0; +oo[, on sait que la fonction I': ¢+ I(#) = fz'(x) d x est l'unique primitive de 7 sur
0

[0; 4co[ qui s'annule en 0.
Pour tout # € [0; +oo[, I(#) = fi(x) dx.
0
b). La fonction § est dérivable sur [0; +oo[ par hypothese.
De plus comme I est une primitive de 7 sur [0; +oo[, alors I est dérivable sur [0; +oo[ et I' = 7.
Enfin la fonction exponentielle est dérivable sur R donc par composée e~/ est dérivable sur [0; +o0o[ et par produit
¢ = e Ix§ est dérivable sur [0; +ool.
Pour tout réel # € [0; +oo[, @' () = —i() @1 S(2) + &' §' (£) = e'D(—=i(7) $(2) + ' ().
Or par hypothése, S est solution de I'équation différentielle y'=74(#) y donc S' (#) = i(#) $(#) d'ou —i(#) S(#) + S' (1) = 0.
Par suite pour tout 7 € [0; +oo[, ¢' () = 0.
La fonction ¢ est donc constante sur [0; +ool.

Ainsi pour tout réel 7 € [0; +oo[, ¢(#) = ¢(0) = e 1O 50)=e" 5, = 5,.

On en déduit donc que pour tout réel #¢& [0;+oo[, e §(#) =5, et comme e’# 0 pour tout réel 4,

S =

=9,e®,
- 0

3.a).Ona fsin(x) e vdx= fy(x) u' (x)dx avec
0

0

v(x) = sin(x)
{ u'(x)=e>’

]
_ v' () = cos(x) . . .
On obtient alors { avec #, v dérivables et #', »' continues sur [0; +oco[, donc d'apres la formule d'intégra-

u(x)=—e™~
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tion par parties, fsin(x) e dx = [—sin(x) €]} + fcos(x) e dx=—sin(t) e’ + fcos(x) e ~dx.
0

0 0

En intégrant a nouveau par parties, fcos(x) e~ dx=[-cos(x)e™]) - fsin(x) e dx.
0 0

On en déduit fsin(x) e dx=—sin(t) e’ —cos()e” +1— fsin(x) e ~dx d'ou
0 0

1
2 fsin(x) e ¥ dx=e (1 - cos(?) — sin(#)) et finalement fsin(x) e dx= E e (1 = cos(?) — sin(z)).
0 0

b). On sait que S(#) = 5 €!® avec I(#) = fz'(x) dxeti(t) = b1+ asin(?) e™).
0

Onadonc () = ['i(1 + asin(x) e™) dx= i [[1dx +a [ sin(x) e dx) par linéarité de l'intégrale.
a
D'apres la question précédente, on en déduit donc I(#) = 17(1‘ + 5 e’'(1 — cos(?) — sin(t))).

Par suite S(#) =5 @b(H% Ei[(l_cos(l)_sm(/))).

Partie IV

1). La personne numéro 1 décide d'investir dans ce placement.
Alors py=1.

On a l'atbre de probabilité:

nt+l

_—
R~

L

o

q:kk

1\11\7/ o=
\F\

R
Rﬂ+1
R

nt+l
nT

Rﬂ+1

Soit un entier naturel 7 > 1.

Remarquons que R,,1 = (R, U R,41) N (R—n N R ﬂﬂ) et que les événements R, et R, sont évidemment ncompatibles.
Alors P = p(Rn+1) = p(Rﬂ m Rﬂ+l) + p(R_ﬂﬂ Rn+1)'
Par suite p,.1 = p(R,) pr,(R,e1) + p(R,) P (Ros):

On anoté p, = p(R,) et ainsi p(Ri,Z) =1-pKR,)=1- p,

D'autre part, on sait que la personne (#+ 1) fait le méme choix que la personne 7 avec la probabilité p donc
Pr,(R,41) = p et ne fait pas le méme choix avec la probabilité 1 — p d'ou prRup)=1-p.

Finalement on obtient donc Pt =paxXp+ (1 =p,) (1= p) d'ou

Pust = paXp+l=p=p,(A=p)=p(p=(A=p)+1=petdoncp, . =Qp=1)p,+1-p.

1
2). On suppose p = 5

1
On obtient alors pour tout entier naturel 7> 0, p . = (2)( 5 - 1) patl—

[NSR
[NSR

1
Ainsi py=1let p,= 5pourﬂ>l.
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La suite (p,) est donc stationnaire a partir du rang 2.

Le choix de la personne précédente n'a donc pas d'influence sur le choix de la personne suivante.

3.a). Soit #> 0.
1 1 1

Wﬁ+1=]>n+1—£=(2]>—1)p”+1—p—;:(zp_1)p”+E_p

1 1
Remarquons alors que 5 - p= —g 2p-1).

1 1
Onobtientdoncu/”ﬂ=(2p—l)pﬂ—5(2])—1):(2])—1)(})”—5]:(2p—1)u/ﬂ.

1
La suite (w,) est donc géométrique de raison (2 p — 1) et de premier terme wy = py — —=1—

N | =
[N

1
b). Comme la suite (w,) est donc géométrique de raison (2 p — 1) et de premier terme »; = —, alors on sait que pour
2

1
tout entier naturel #» > 0, w, = E 2p- 1)1,

1 1 1
Ensuite comme p,=w, + —, on obtientdonc p,=—+ - (2 p— 1)1 pour tout entier naturel # > 0.
2 2 2

c).Onal<p<ldonc0<2p<2etainsi-1<2p-1<1.

1 1 1 1
On sait alors que Lim (2 p—1)""' = 0 et on en déduit donc Lim — + — (2 p—1)""! = —c'est a dire Lim p, = —.
n—>+00 n—o+co ) 2 2 n—+o0 2

Finalement, aprés qu'un grand nombre de personnes aient ou n'aient pas investi dans le placement et en aient patlé a

1
une autre personne, la probabilité que la personne suivante décide d'investir ou non dans ce placement est égale a —,
2

comme si une personne décidait d'investir ou non 1 fois sur 2, sans qu'elle tienne compte du choix de la personne qui
lui en patle.

4.2). Ona p=0, 08 et donc pyy = 5 + 5 (2x0, 08 — 1)!? ~ 0, 518.

1

2
1

b). On cherche l'entier # tel que 0, 49999 < p, <0, 50001 donc tel que —0, 00001 < 5 (0,16 —-1)"<0, 00001 d'ou

tel que —0, 00002 < (=0, 84)” <0, 00002.

Si 7 est pair on a (=0, 84)" = 0, 84" donc il faut 0 < 0, 84" < 0, 00 002.

Si 7 est impait, (=0, 84)" = —(0, 84)” donc il faut —0, 00002 < -0, 84" < 0 d'ou 0 <0, 84" < 0, 00002.

In(0, 00002)

Dans tous les cas il faut 0 <0, 84” <0, 00002 d'ou #1n(0, 84) < 1n(0, 00002) et donc » = W puisque
n >
In(0, 84) < 0.
In(0, 00 002)
Comme W > 02 et # est un entier naturel, on en déduit que le plus entier naturel tel que
N b

—-0,49999 < p, =<0, 50001 est » = 63.



