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Correction

Epreuve de Mathématiques, Session 2010

Probléme

I. Des arcs d’hyperboles

1. Distinguons le cas 7 = 0.
Pour 77 =0, fy(x) =0 et go(x) =1 donc les fonctions f et g, sont constantes.

Soit w2 €] 0; 1].

1
La fonction x 1 — x est strictement décroissante sur [0; 1[ 4 valeurs dans ] 0; 1] et la fonction x - — est strictement
x

1

décroissante sut ] 0; +co[ donc pat composition x - est strictement croissante sur [0; 1[ et comme » > 0, alors
1—x

Va

Iwix est strictement croissante sur [0; 1][.

- x
. 1 . . R . .
La fonction x _ est strictement croissante sur 10; 1] a valeurs dans [1; +oo| et la fonction x + 1 — m x est stricte-

ment décroissante sur [1; +oo[ puisque 7 > 0.
m

Alors par composition, g,,: x+ 1 — — est strictement croissante sur ] 0; 1].
X

Remarque:

On peut bien sur aussi dériver chacune des deux fonctions:

-1 1 m Vi
fw’(X)=—( ]= >0pourx€[O;l[etg,,/(x)=—(——)= — >0 pour x €] 0; 1].
(1 -x)? (1 - x)? X2 52

2. Distinguons a nouveau le cas 7z = 0.
Comme fy(x) = 0 pour tout x € [0; 1] alors f(x) = 1 n’admet pas de solution sut [0; 1[.

Comme gy(x) =1 pour tout x €] 0; 1], alors go(x) = 0 n’admet pas de solution sur ] 0; 1].
Soit 7 €] 0; 1].
On résout f,(x) = 1.

m—(1-x)
. =1dou 1— =0etdoncpourx ¥ 1,il fautx + (w—1)=0doux=—-m+1.
-x - x
Comme pour tout réel 77 € [0;1], =1 <=m <0 alors 0 <1 —m < 1, ’équation f,,(x) = 1 admet une unique solution sur

On a donc

[0;1[,xfw=1—m.

X —m

m
On résout g,(x) =0 c’est a dite 1 — — =0 d’ou =0 et comme x # 0 alors il faut x — 7 =0 d’ot x = et

x x
comme 7 €] 0; 1], la solution est toujours valide.

1équation g,(x) = 0 admet dnc pour unique solution sur ] 0; 1], x4, = 7.
3. Résolvons f,(x) = g,(x).

Considérons le cas 7 = 0.
Ona fy(x) =0 et go(x) = 1 donc équation f(x) = gy(x) n’a pas de solution.

Soit 2 # 0, alors 0 < < 1.

m m mx+ m(l—x)—x(1—x) x2—x+m

=1-—dou =0cetdonc — =0.
1-x X x(1 —x) x(1 = x)

On résout donc
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Ainsi pour x £ 0 et x £ 1, il faut x> —x + m=0.
I’équation du second degré x? — x + » = 0 admet pour discriminant A = (-1’ —4m= (1 -2Nm ) (1 +2Vm )

Le signe de ce discriminant est le signe de 1 — 2V puisque 7 € [0; 1] etdonc 1 + 2V > 0.
1 1
Or1=-2Vm >0si1>2Vm douVm <Eetdonccommem>0,siO§/ﬂ<Z<1.

1 1
On en déduit donc que Iéquation f,,(x) = g,(x) admet 2 solutions si # €] 0; Z], 1 solution si 7 = Z et aucune

1
solution si 7z € {0} U] Z; 1].

4. On obtient le graphique:

1
m=0 O<m< —
4
pas de solution 2 solutions
15
1 /
/
10 - /
0.5 0 — e
~ —
/
4
02 04 0l6 o8
02 0l4 06 0l 10 /
,OJ /
-05L
1 1
m= - —<m=1
4
1 unique solution pas de solution

05] :
3 = r e
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I1. Des lignes de niveau

1. Pour Ry: le rectangle Ry a pour dimensions x et y donc son aire A est donnée par A (x; y) = A g, (x; ) = x .
Pour R,: le rectangle R, a pour dimension 1—x et y donc son aire A, est donnée par
Ayl ) =Ag, () =(1-x)y
Pour Rj: le retcangle R; a pour dimension 1—2x et 1— y donc son aire Aj est donnée par
Al ) =Ag, 05 ) =(1-x)(1-y)
Pour Ry: le rectangle Ry a pour dimension x et 1— y donc son aire A, est donnée par
Ayl ) =Ag, () =x(1-).
2. On note A(x; y) la plus grande des aires obtenues.
Les 4 rectangles sont inclus dans le carré OID] d’aire 1 donc on a forcément A(x; y) <1 .
4

La somme des 4 aires est égale a 1: on a ZAI{X; =1
i=1

1 4 1
Alors si A(x; y) < Z’ comme A (x; y) < A(x; y) pour /€ {1;2;3;4}, on obtient ZAi(x; ) <4XZ d’ou
i=1

4

ZA,-(x; 9) <1:absurde.
i=1

Par suite A(x; y) = %.

On peut donc assuré Z <A(x; ) <1.

Remarque:
Six=1ou y=1,alors ona A(x; y) = 1.
1 1

Six=—etjzg,alorsonaA(x;J/)z—.

3. Soit (x; y) un couple de réels de l'intervalle [0; 1] .
Remarquons que:
AN =yx=A4(x )
A ) = (1= ) x=A40x )
cAs(x)=1= A =-x)=A(x; )
¢ Ay ) = (1 = x) = Ay ).
Par suite
A(; x) = Max(A (95 x); Ao(5 )5 As(05 x5 A (5 %)) = Max(A (o5 9); A 4(; 905 Aq(os )5 Al 9) = Al ).
1

4. Dinéquation 7= 1 —#donne 27=1dou 7= 5

1
Donc#=1—-tavecte[0;1] sile[g;l].
1

Avec y€]0;1], x y= (1 —x) ysietseulement six =1 — x donc d’apres le résultat précédent si x = E

1
Ainsi pour y€]0;1], Ai(x; y) = Ay(x; y) pour x = E

On peut remarquer que I'inégalité est encore vraie pour y=0.

1
Avec x €] 0;1], x y=x(1 — y) sietseulementsi y=1— ydoncsi y= 5

1
Ainsi pour x €] 0; 1], A1(x; ) = Aylx; ) si y= Z

Remarquons que I'inégalité est vraie pour x = 0.
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1
De méme, on montre que A 4(x; y) = A5(x; y) pour y= 5 quel que soit x € [0; 1] et que A,(x; y) = As(x; ) pour

1
x = 5 quel que soit y € [0;1].

1 1
Al(x;J/)pourEstletESJsl

1 1
Az(x;)/)pour0§xsget55)/s1

On en déduit A(x; y) = 1 d’ou
Aj(x; y)pour0 < x < EetO <y=<

1
AAX;])pouthxsletOS]S

1
2
1

2

x ypour (x; y) € [%, 1]x[%; 1]

1

(1 -x) ypour(x; y) € [O; %]X[E, 1]
A(x; y) = 1 1

(1 =x)(1 - y)pour(x; y) € [O; 5] X [0; 5]

x(1 = y)pour (x; y) € [%, l]X[O; %]

1
5. Pour tout réel 7 du segment [Z’ 1], on note L, la ligne de niveau » de 'application A, c’est a dite I'ensemble des

points M dont les coordonnées x et y vérifient A(x; y) = m .

1
a. Soit m € [—; 1].
4
On résout A(x; y) = m.

1 1 m
Pour (x; y) € [E, 1])([5; 1], on obtient x y=m d’ou y= —.

x

Pour (x; y) € [O; l]x[l, 1], on obtient (1 —x) y=md’ou y= L
2 2 1—x

Pour (x; y) € [O; l]X[O; l], onobtient (1 —x) (1 = y)=mdou y=1- L
2 2 1-x

1 1 m
Pour (x; y) € [—; 1]X[0; —], onobtientx (1 — y) =mdou y=1—-—.
2 2 X
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b. On obtient les lignes de niveaux:

1
* En blew:w = —

1
* En rouge:z = —
8 2

3
* En vertim = —
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ITI. Etude d’un ensemble de fonctions affines par morceaux
1.Six <t onrésoutdonc x(1 —#)=0doux=00oul —7=0etdoncil fautx=0<rsours=1.
Six>#onrésout (1 —x)=0dous=00ul —-—x=0etdoncil fauts=0oux=1.

Par conséquent K(#; x) = 0 pour les couples (0; 2), 7€ [0;1], (x;1), x € [0;1], (1;2), z€[0;1] et (x;0), x[0;1].
Donc K(#; x) = 0 sur pour tout couple (x; #) tel que le point de coordonnées (x; #) soit un point des cotés du carré
OIDJ, de la partie II.

2. On donne un réel # appartenant a Pintervalle [0; 1].

a. Soit 7 €] 0; 11.
Comme 1 — #> 0, alors la fonction £, est strictement croissante sur [0; #].
Comme # = 0, —# < 0, alors la fonction £, : x > —# x + 7 est strictement décroissante sur [#; 1].

Pour #=0, £\ : x = 0: la fonction est constante égale a 0 et pour =1, £ : x+ 0, la fonction est constante égale a 0.
Remarquons que Lim £ ,(x) = #(1 — #) = £,(#) donc la fonction £, est continue en #
x>t

Comme elle est trivialement continue sur [0; #[ et sur | # 1], elle est donc continue sur [0; #].

On a le tableau de vatiation pour 7 €] 0; 1] :

t(1-17)

ky

0 0

b. Pour # =0 ou # =1, la fonction £, est constante égale a 0 donc elle présente un maximum égal a 0.

Soit # €] 0; 1[.

La fonction £, est strictement croissante sur [0; 7] donc pour tout réel x € [0; 7], £&,(x) < &,(2).

La fonction £, est strictement décroissante sur [#; 1] donc pour tout téel x € [#; 1], £,(x) < £,(¢) .

Dans tous les cas, £,(x) < £,(#) donc la fonciton présente un maximum égal a £,(#) = #(1 — #) atteinten x = 7.

3. Considérons la fonction £: 2 k,(#) = #(1 — ¢) pour # € [0; 1].

C’est une fonction du second degré ayant pour racines O et 1, dont le coefficient des termes au carré est —1 <0 donc

1 1 1 1
on sait que cette fonction admet un maximum atteint pour 7y = — =—égalakl —|=—.
2x(=1) 2 4

On a donc montré que pout tout couple de réels (#;x) € [0; 1]1X[0; 1], K(#; x) < K(#; #) et pour tout réel 7 € [0; 1],

11
K(xn=Kl—;—|.
2 2
11

Ainsi pour tout couple (7 x) de réels compris entre 0 en 1, on ait K[E, 5) > K(#; x) .

11
On pose (#p; x) = (—; —), et donc on a montré qu’il existe un couple (7#; x) de réels compris entre O et 1 tel que
2

pour tout couple (4 x) de réels compris entre 0 en 1, on ait K(#; xg) = K(#; x) .
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IV. Un noyau pour transformer des fonctions

(I1-/Hxpour0=<x<¢

1. Puisque K(z x)Z{ et comme d’apres la relation de Chasles pour tout 7€ [0; 1],

x(1=#)pours<x<1

1 1
f K(t;x)dx = fK(i; x)dx+ f K(# x) dx, alors on obtient
0 0 +

1 v 1
fK(f;x)f(x)dx=f(1—f)xtﬂx+fi(1—x)dx.
0 0 t
2 2

1 1 X9t X
On a alors pour tout 7 € [0; 1], /7(1‘)=fK(f;x)dlxzf(l—f)xcﬂx+ft(l—x)clxz(l—z‘)[—] +z‘[x——]
0 0 f 210 2
£ 72 1 1
douh()=(1—-1) —+-|t—— +(1——) = —(+-1).
2 2 2 2

Remargue:

Comme pour tout couple (#; x) de réels compris entre 0 et 1, la fonction K(#; x) est positive, alors pour tout réel

+ € [0; 1], A(#) est Iaire sous la courbe de £, sur Pintervalle [0; 1].

La fonction 4, est une fonction affine par morceaux, aire sous la courbe £, sur [0; 1] est Iaire d’un triangle isocele de

Ix(1—-# 1
base 1 et de hauteur #(1 — #) et est donc donnée par A(7) = T = z H1—12).

2. On appelle s1a fonction définie sur [0; 1] par s(x) =sin(2 7 x) .
1 1
Onaf(z) = f K(#x)s(x)dx=(1-12) fxsin(Zn’x)dlx+ ff (1=-x)sinRrx)dx=.
0 0 t

1 1
(1—l)fxsin(Zﬂ'x)dx—tfxsin(Zﬂx)dx+lfsin(27rx)dx
0 t t

Soit a et b deux réels.

Alors la formule d’intégration par parties donne
b cos (271 x) \q4 b —cos(2 1 x)
fxsin(Zﬂx)dxz [XX e ] —flx —|dx.
p 2r a P 2r
b b a 1 1
Par suite fx sin2ax)dx=——cosQrb)+ —cosQma) + — sinRnb) — —sin27ma) .
a 2r 2n 4 72 472
t 1
On en déduit fx sin2ax)dx=——cos(2nt)+ —sin(27#) et
0 27 472
1
f xsin2rx)dx =
3
1 t 1 1 1 t 1
——cos(2m)+ —cosRm )+ —sin(2n) — —sin2A ) =——+ —cos(2m ) — — sin(2 7 #)
2n 27 4 712 4 712 2n  2nm 4 772

1 1 1
De plus f sin2rx)dx = 2— cos(Qmt)— —.
t

T 2r
On obtient
t 1 1 t 1 1 1
= -t)-——cosQa)+ —sinRat)|—{—-——+ —cos2Qnt)— —sinRa )|+ { — cosQn ) — —
2n 4 72 2n 2nm 4772 2n 2n
D’ou finalement 5(#) = — sin(2 7 #) .
47

4. La fonction fest continue sur [0; 1]. Par suite la fonction I : x - ff(ﬂ) d u est définie sur [0; 1] et est la primitive
0

de / qui s’annule en 0.
Rappelons que I’(x) = f(x) pour tout réel x € [0;1] .
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On a:
1
f(i)sz(z‘;x)f(x)dlx
0

o/ 1
]A‘(f)Z(l—z‘)fxf(x)cﬂx+z‘f(1—x)f(x)cﬂx
0 t
v 1 1
f(t)zfxf(x)dx—tfxf(x)dx+z‘ff(x)dx—z‘fxf(x)dx
0 0 t ’

1 1
j/}(z‘) = fxf(x)dx—tfxf(x)dx+ z‘ff(x)dx
0 0 f
Calculons a I'aide d’une intégration par parties f x f(x)dx avec a et b des réels de lintervalle [0; 1].

Onobtientfxf(x)dxz[XF(X)]ﬁ—fle(X)dxsz(x)—aF(d)—f\/]F(x)dx.

Remarquons que ﬁ F(x) dx est bien définie pouisque I est continue sur [0; 1] car dérivable sur [0; 1].

1
Ainsi, ff(x):(; F(f) — 0 F(0) — f F(x)dx)—t((F(l)—F(O))— f F(x)dx)+t(F(l)—F(t)).

0 0

1
Rappelons que F(0) = 0 et donc ]A’(t) =t f F(x)dx — fF(x) dx.
0 0

1
La fonction # ( f F(x) dx) ¢t est une fonction linéaire donc elle est deux fois dérivable sur [0; 1] et sa dérivée
0
seconde est la fonction nulle.
La fonction 7+ fF(x) dx est dérivable sur [0; 1] puisque F est continue sur [0; 1] et sa dérivée est la fonction
0

t F(2).
Comme de plus I est une primitive de /, alors I est dérivable sur [0; 1] de dérivée fet on en déduit que la fonction

e le(x) d x est deux fois dérivable sur [0; 1] et que sa dérivée seconde est la fonction # = f(7).
0

A
Par conséquent f admet une dérivée seconde sur [0; 1] comme somme de fonctions qui admettent des dérivées

secondes sur [0; 1].

A

De plus (f)” (H=0- f(1)=—f(») pout tout € [0; 1] .

5. Soit g une fonction appartenant a E.
A
On a montré que quelle que soit la fonction fde E, la fonction f est aussi une fonction de E.

En effet la fonction f est définie et continue (puisque dérivable) sur [0; 1] et de plus f(0) = f(1)=0.
De plus on a montré que (f) =—f.

On peut donc en déduire que la fonction —2 est une solution appartenant a E de I'équation différentielle f” = g.

Déterminer les solutions de I’équation différentielle /” = g appartenant elles aussi a E ? Combien y en a t-il ?

Soit ¢ une autre solution de cette équation différentielle.

Alors on a ((p - (—(2))” =¢” + (27)” =g— g=0:1a fonction (ga - (—:g\))’ est donc constante.

11 existe un réel £ tel que (t,o - (—2))' (1) =kt pour tout £ € [0; 1] .

Finalement il existe une constante réelle ¢ telle que (90 - (—2)) (1)=4kt+¢ pour tout #€[0;1] donc

()= —g(t) + kt+e.

Remarquons de plus que toute fonction de la forme ¢ : 7 ¢(#) = —g(z‘) + &1+ ¢ pour ¢ € [0; 1] est solution de
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Iéquation différentielle f” = g puisque ¢” = —(2)” =—(-g9=g.

On en déduit qu’une solution de I’équation différentielle /” = g est de la forme ¢(#) = —§(f) +kt+cavec ket
constante réelle.

Pour que ¢ appartienne a E, il faut ¢(0) = ¢(1) = 0.

Orp(0)=cdouc=0ete(l)=4,kdou£=0.

Alors ¢(#) = —2(1) pour tout ¢ € [0; 1].

. . N \ ’ i . ’ . . A
11y a donc une unique solution appartenant a I5 a ’équation différentielle f” = g, c’est la fonction —g .
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V. ... et pour construire une suite

1. On pose, pour tout entier naturel 7, y, = x3 ,41.
Soit 7 un entier.
Ona y,41 =551 = 11 = x5 1) =11 = x2,02) = (1 = (1 = ) x5,0) = 1(1 = (1 = 2) y,).

Prouver lexistence de deux nombres réels @ et f tels que, pour tout entier naturel #, on puisse écrire
In+1 — B= a(}’n - p).
Onay, =t(1-(1=9y)=t+F =1 y,
On cherche des réels a et § tels que y,.4 — B=a(y,— ) donc telsque y,. 1 =1l -a)+a y,.
a=r—1t
a=r-r
11 faut donc d’ou ?
pu-ay=:1"") p= ——
1+7¢-7
Pour tout réel 7 € [0; 1], @ et 8 sont bien définis.
Pour @, Cest trivial, pour B, vérifions que 1+ # — #2 > 0 pour tout réel 7 € [0; 1].
On sait que pour tout réel # € [0;1],0< 2 <rdout—2=0etdonc1++—221>0.
Le réel B est bien défini pour tout réel # € [0; 1].

P

En posant @ =72 —# et B= ————, on a alors y,,; — B=a(y,— B) pour tout entier naturel 7, pour tout réel
1+¢—7

te[0;1].

2. Comme pour tout entier naturel #, y,.4 — 8 =a(y, — B), alors la suite (( y, — B)) est géométrique de raison & et de

t -2+ A(r-2)
premier terme yo — = #(1 - ) — - —
1+7—£2 1++—7
Pour tout entier naturel 7, on a donc y, — B=(yq— ) a”.

1+7-7

Orcomme 7€ [0;1], -1 <2 —-7#<0.

En effet la fonction # - #2 — # est une fonction du second degré dont les racines sont 0 et 1 et le coefficient des termes
-1 1 1

] = [O; —] et croissante sur [—; 0].
2x(-1) 2 2

au carré est 1 donc on sait qu’elle est décroissante sur [O;

Iy 11 1
Ainsi elle admet un minimum égal a (5) - E =—— sur [0;1] atteint pour XZE et est majorée par

0?=0=1>-1=0.

On en déduit donc que Lim a@” =0 et ainsi que Lim y,— 8 =0 : par conséquent Lim y,= f : la suite (y,) est
n—>+00

n—>+00 n—+o0o
2
convergente et sa limite est § = —— .
1+7-7
3. Remarquons que

21 =x2,m2 =1 =D, =1 =011 =x,)=1=D1=3)=(=)A=3) ==+ (P =D z,.

Déterminons des réels y et 0 tels que 3,41 =0 =Y(3, —9) .

y=~P-t=a
Les réels y et 6 vérifient 3,41 =¥ 3, + 0(1 —y) et donc il faut t— 1 .
o=—=(1-5Hp
1+¢1—7

Les réels y et § sont bien définies.
t— 12 2(t-2)
La suite (3, — 0) est géométrique de raison y = @ et de premier terme gy — 0 =7 — =— .
1+1-17 1+1—17

Alorts pour tout entier naturel 7, 3, — 0 = (g9 — 0) @”.

On déduit de la question précédente que (z,) est convergente et a pour limite § = (1 —#) 5.
4. On amontré que Lim x,,=(1—7) Bet Lim x,,,1 =
n—>+00 n—>+0o

Or si la suite (x,) est convergente alors Lim x,,= Lim x; ,,;donc il faut (1 —#) = dou # =0 cest a dire
n—>+00

n—+oo
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2
—— =0etdoncz=0.
1+1-1°
Finalement, sauf pour 7 = 0, la suite (xx,) n’est pas convergente.



