Lois conkinues de probabit&&és

Lois continues, Lois uniformes, Lois expohehf:iei.tes, Lots normales

1. Lois conkinues

1.1. Variables aléatoires continues

Les expériences aléatoires que nous avons étudiés jusqu’a présent présentaient un univers des possibles () fini dénom-
brable (on peut énumérer, numéroter comme pour une suite tous les éléments de I’ensemble).
Par exemple une variable aléatoire X qui suit la loi B(n, p), ne€N, p €]0; 1] est a valeurs dans ’ensemble {0; ...; n}.

L’exemple du jeu qui s’arréte lorsque 1’on obtient 6 avec un dé équilibré dont les faces sont numérotées jusqu’a 6, est
une expérience aléatoire a valeurs dans un ensemble infini dénombrable N* = {1;2;...}.

En effet, il peut y avoir autant de lancers que I’on veut avant d’obtenir 6, méme si les événements se raréfient. Néan-
moins, on ne parle pas de probabilités continues.

Une telle expérience reste une expérience de probabilités discretes dans la mesure ou les issues sont “isolées” les unes
des autres.

Considérons maintenant que 1’on mesure les tailles ou les poids d’une population d’un pays (quelques millions d’habi-
tants ...).

Techniquement, expérimentalement, aucune personne n’est vraiment de la méme taille. La mesure obtenue est sujette a
la précision des instruments de mesure.

Ainsi, la variable aléatoire 7 qui a un individu de cette population associe sa taille est a valeurs dans un intervalle réel
[T min; T max]-

Cette fois I’ensemble des valeurs prises par X est dit infini non dénombrable. On ne peut plus comme dans le cas
précédent énumérer les cas!

On parle alors de probabilités continues et de variables aléatoires continues.

On cherche a définir la loi de probabilité d’une variable aléatoire X pour une expérience aléatoire dont les issues sont
des nombres réels compris dans un intervalle donné.

Par exemple:
» la loi de la variable aléatoire qui donne un nombre au hasard dans un intervalle réel donné,
« la loi de la variable aléatoire qui donne la taille d’un individu dans une population d’un pays,
« la loi de la variable aléatoire qui donne la durée de vie d’un atome radioactif,
« la variable aléatoire qui évalue le temps d’attente a un guichet,
« la position d’un électron autour de son noyau, .........

Définition:

Soit & une expérience aléatoire associé a un univers {2 muni d’une probabilité p.
Une variable aléatoire continue X définie sur Q) est une fonction de Q a valeurs dans un intervalle / de R:
Ywed, X(w)elcR.
Alors pour réels a et b de I, a < b, la probabilité que X prenne une valeur entre a et b se note p(a < X < b) ou p(X € [a; b])
On note aussi:
epla<X<b)y=pXela;b]), pla<X<b)=pXela;b])et pla<X =<b)=pXe]a; b))
e pX =a)=pXe]-o;al)
e p(X <a)=pXe]-o;al)
* p(X 2z b) = p(X € [b; +o0[)
* p(X >b) = p(X €] b; +o0[)

L’intervalle X(Q) = I peut €tre borné ou non: [a; b, | a; bl, [a; b[, ] — o0; al, ] — oo; al, [b; +oo[, ] b; +00[, ] — 00; +00].

1.2. Variables aléatoires continues a densitée
Définition:

Soit fune fonction définie sur un intervalle [a; b], a < b.
J.a fonction fest appelé fonction de densité si:
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i. pour tout réel x € [a; b], f(x) =0
ii.ff(x)alx:l

Une variable aléatoire continue X suit la loi de densité f alors pour tout réel a, 8 € [a; b] avec a < 3,

B
pasX=p= f fx)dx.

Remarques:

« la fonction f'est supposée intégrable sur I’intervalle considérée.

Comme fx ./0dx =0, on peut toujours prolonger la fonction de densité sur un intervalle plus grand, en posant

f(x)=0pourxel.
La fonction f peut étre discontinue.

« I’intervalle / peut étre borné ou non.

) X
Dans le cas d’un intervalle non borné, on définit f f)dx= lim fx) dx, ﬁ fx)dx= lim fx)dxet
a X a —c0 X——co JX

—>+00

(&) Y
f fX)dx= lim ( lim f f(x) dx).
-0 Y—+o00 \Xo-0 JX

Il va s’en dire que ce genre de calculs demandent des précautions. En particulier pour f fx)dx.

Les conditions de convergence des intégrales et leurs justifications seront développées dans les années d’études

supérieures.
Propriété:
Soit X une variable continue suivant la loi de densité f sur I’intervalle 7 de R. Alors:
epour toutréel e l, p(X =a)=0
epourtousréelsaetfdel,pa<X=<=f=pla<X=pP)=ple=<X<pP)=plae<X<p)

En particulier, p(X za) = p(X >a) et p(X = f) = p(X < fB).
On dit qu’une loi a densité “ne charge pas les points”.

1.3, Exempte

Ve
On considere la fonction x + sin(x) sur [O; —].
2

Pl z z Pis

Pour tout réel x e [O; —], sin(x) =0 et fz sin(x)dx = —cos(x)]g = —cos(—) —(=cos(0)) = 1.
2 0 2

i
Ainsi la fonction x > sin(x) sur [0; —] est une fonction de densité.
2
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Soit X une variable aléatoire continue qui suit la loi de densité x +— sin(x) sur [O; —]. Alors par exemple:
2

b b z L bis bis V2 -1
. p(— <X=< —) = f sin(x) dx = —cos(x)]‘: = —cos(—) - (—cos(—)) =
4 3 z Iy 3 4 2
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1.4, Espérav«:e

Définition:
Soit X une variable aléatoire suivant la loi de densité f sur [a; b].

Alors I’espérance de la variable aléatoire X est donnée par E(X) = fb x X f(x)dx.

a
Exemple:

Dans le cas précédent, on obtient: E(X) = f 2_x sin(x) dx = —x cos(x) + sin(x)]g =1.
0

1.4, Fonction de ré[ao.rf:i,&ion

Définition:

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de densité f.
On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction F définie sur [a; b] par

F(x):p(assz)=fxf(t)dt.

Remarques:
cFla)=0etF(b)=1
e F est la primitive de f qui s’annule en a,
« F cumule les probabilités jusqu’a x. Elle correspond aux fréquences cumulées en probabilités.

« Dans la mesure o, le cas échéant, on peut prolonger la densité f sur ] — co; a et sur ] b; +oo[ par f(x) =0, on peut

e
définir la fonction de densité sur R par F(x) = p(X <x) = f f(®) dt pour toute variable aléatoire continue X suivant une

loi de densité f.
Propriété:

Une variable aléatoire X est uniquement déterminée par la donnée de sa fonction de répartition.

Autrement dit, connaitre f ou F revient au méme. En effet,ona p(a<X <b)=p(X <b) - p(X <a)=F(b) - F(a).

Exemple:

oy T
Dans le cas précédent, la fonction de répartition est donnée par F(x) = f sin(f) dt = 1 — cos(x) pour tout réel x € [0; —].
0
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Pour tout réel x de [0; 'zi], F(x) est donnée par la valeur de 1’aire colorée.

2. Lol uniforme sur un intervalle borné

2.1. Définition

La loi uniforme sur ’intervalle [a; b], a < b est la loi qui prolonge la notion d’équiprobabilité d’un ensemble discret
dénombrable, a un ensemble indénombrable, comme un intervalle.

‘ Définition:

La variable aléatoire X a valeurs dans [a; b], a < b, suit la loi uniforme sur [a; b] si sa fonction de densité est donnée par
1

b-a

fix—>

La fonction de densité pour la loi uniforme est donc la fonction constante sur I’intervalle considéré dont la valeur permet
d’obtenir une aire du rectangle de longueur b — a égale a 1 u.a.

2.2, ?rcprié&és

‘ Propriété:

Ainsi pour tous réels «, B [a; b], pla<X < f) =
-a

Preuve: laissée en exercice.
‘ Propriété:

a+b

Soit X une variable aléatoire continue suivant la loi uniforme sur [a; b], a < b. Alors E(X) =

Preuve: laissée en exercice.

3. Lot expov\enfziette

3.1, Définikion
La loi exponentielle de parametre A est la loi de probabilité qui modélise la décroissance radioactive par exemple.
On I’appelle aussi la loi de durée de vie sans vieillissement.

A chaque instant, la probabilité qu’un atome radioactif ne le soit plus est égale quelle que soit le temps écoulé depuis
que 1’atome est effectivement radioactif.
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Définition:

Soit A un réel strictement positif.
La variable aléatoire X a valeurs dans [0; +oo[, suit la loi exponentielle de parameétre A si sa fonction de densité est

donnée par f(x) = A e~** pour tout réel x = 0.

—-Ax

Il est clair que comme A >0, A e¢™** > 0 pour tout réel x = 0.

X X
De plus pour tout réel X =0, f e dx=—e* )= —e M X~ (—e”lxo) =1-e*X,
o

X
Alors comme A >0, lim -AX = —co et comme lim e =0alors lim e **=0etainsi lim e dx=1.

X—+c0 X—>—00 X—+o0 X—r+00 JO
La fonction définie sur [0; +oo[ par x — Ae~** définie une densité de probabilité sur [0; +oof.
1 1

On a représenté ci-dessous la fonction de densité x — — e 0, densité de la loi exponentielle de parametre —.
10 10

Ainsi, pour une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parametre o

151 = 2415 _15 s 1 3 1 1
pO=X=< 15):airecolorée:f —@Wclx:—fﬁ]s =—en — (—@F):e_z_—e_z_: _—

5 10 Ve eve
Propriété:
Soit X une variable aléatoire continue a valeurs dans [0; +oo[ suivant la loi exponentielle de parametre A > 0.

« pour tous réels @ et S positifs avec a < B, p(a < X < ) = faﬁ)t e dx=e - P

«pour toutréel x>0, p(X <x)=pX <x)=1 - ¥
« pour tout réel x>0, p(X =z x) = p(X > x) = e~

Preuve: laissée en exercice.
3.2, Espémnce:

Propriété:

1
Soit X une variable aléatoire continue suivant la loi exponentielle de parametre A > 0. Alors E(X) = —.
A

Preuve:

OncalculeE(X):f xdle Y dx.
0

On pose x xde™* = (L e™¥)xx = u'(x) v(x).

_ _,—Ax
Alors on obtient ) = —e
Vix)=1
Comme (1 v)' (x) = u’(x) v(x) + u(x) v'(x) alors (x x(—e™%)) =de™*xx— e x1 d’od x xAe™ " =(-xe™) + ™"
Finalement,V a e R*:
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fxxMe‘“dx:f((—xe‘“)'+e‘“)dx
o 0
fxxke‘”dx:f(—xe‘“)'dx+fge‘“dx
o 0 o
1

fxx/l@“aZx:—xe”]a+(——e“)]a
0 0 2 0

1 1
fxx/le"“alx:(—ae"“—o)+(—_@‘“_(__])
0 A A

1
fxxke’”alx: —(1-(Lae™) - o)
A

o
Orcomme A >0, lim (-1a)=+co et comme lim e¥=0et lim XeX=0,alors lim (-1a)e**=0et lim ¢**=0.

a—+oo X——c0 X——c0 a—+oo a—+oo
1 1 1
Donc finalement, lim — (1 -(Aae™?) - e™)= —et EX)= —.
a—+oo )\ A A

3.3. ‘Proprié&é de durée de vie sams vieillissement

‘ Propriété:

Soit X une variable aléatoire continue suivant la loi exponentielle de parametre A > 0.
Pour tous réels r =0 et h = 0, alors pxn(X =t + h) = p(X = h).

Ainsi la probabilité qu’un individu soit « vivant » apres 1’instant 7 + 4 sachant que 1’individu est « vivant » apres 1’in-
stant ¢, est indépendante de ¢.

Preuve:
p(X=HNX=t+h)
pX=z1) '

OnapxnX=t+h)=

pX=t+h) D
Or(X=t)N(X=t+h)=(X=t+h)donc px.n(X=1t+h)= = = @ MH=AD — AR
pX =1 e M

Hlustration: cf exercices.

4, Lol normale centrée réduite N(o; 1)

2.1. Théoréme de Moivre—LqFtace

‘ Théoréme:

Soit X, une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n, p) de parametre n e N* et p €] 0; 1[.
X,—-np
On pose Z,, = R . 8’appelle la variable centrée réduite associée a X ,,.

Vnp(l-p)

1 2
Pour tous réels aet b telsque a<b,ona lim pla<Z,<b)= ﬁ e 2 dx.
a

n—-+oo m

Preuve: hors programme.

Illustration:

2.2. La loi normale cenbrée réduite.

‘ Théoréme-Définition

tZ
La fonction ¢ +— e 2 définie sur R une fonction de densité.

2r
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1 0 x 1
Eneffetff(t)d?t: lim fdt= Eetf fHdt= lim fdt=
—00 X 0 0

X—+—00 X—>++00 2
La loi de probabilités de fonction de densité fest appelée la loi normale centrée réduite.
On la note N(0; 1).

Illustration:

Compte-tenu du théoreme de Moivre-Laplace, on obtient que cette loi mesure la “normalité”.

On I’appelle cette courbe, la courbe en cloche ou encore une gaussienne, ou courbe de Gauss, en hommage a Karl
Friedrich Gauss qui a considérablement contribué a sa découverte.

R.3. ‘Proprié&és
‘ Propriété:

Soit X une variable aléatoire continue suivant la loi normale N (0; 1).
Pour tout réel x, p(X = x) = pX =-x)=1-pX =x)

Preuve: il suffit d’appliquer la définition.
‘ Propriété: Espérance et Variance

Soit X une variable aléatoire continue suivant la loi normale N (0; 1). Alors E(X)=0et V(X)=1

Preuve:
1 -2 1 - -1 - qa
Pour I’espérance, on obtient ¥V a > 0; fxx e dx=- xfﬂ—xeT dx= eT] =0.
-a  \2r V2n -a V2nr -

Pour la variance, le résultat est admis.

2.4. Obtenir u,
‘ Théoréme
Soit X une variable aléatoire continue suivant la loi normale N(0; 1).

Pour tout réel a €] 0; 1[, il existe un unique réel u ,positif tel que p(-u, <X <u,)=1-a.
En particulier Upol = 2,58 et Upps = 1,96.

Preuve:

e

e , par parité de f.

e
Remarquons que pour tout réel 7 >0, p(—x < X <x) =2 f f() dtavec f(t) =
0 Nora

X
Or la fonction ®: x — 2 f f(#) dt est continue puisque dérivable et strictement croissante sur [0; +oo[ a valeurs dans
0

[cb(O); lim @[ =[0; 1[. .

X—>+00
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D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, comme 1 — @ €] 0; 1[, il existe donc un unique réel u , tel que
duy)=1-a.

Les valeurs de u, s’obtiennent a la calculatrice en utilisant la fonction inverse de la fonction donnant la loi normale.

4, Lot normale N(u; 0?)

2.1. Définition
Définition:

Soit p et o deux réels strictement positifs.

X-p
La variable aléatoire X a valeurs dans R, suit la loi normale N (u ; 0'2) si et seulement si la variable aléatoire Z = ——

o
suit la loi normale centrée réduite N(0; 1).

La variable aléatoire Z est appelée la variable aléatoire centrée réduite de X.

Illustration:
010l

0.08 |-

0.04 -

0.02 -

La courbe admet la droite d’équation x = 4 comme axe de symétrie.
La valeur de o est reliée a I’étalement de la courbe. Plus o est petit, plus la cloche est resserrée autour de son axe de
symétrie.

2.2 ?roprié&és

Propriété: Espérance et Variance

Soit X une variable aléatoire continue suivant la loi normale A(0; 1). Alors E(X) = u et V(X) = o

Preuve: admis.

Propriété:

Soit X une variable aléatoire continue suivant la loi normale N(0; 1). Alors:
epu—oc=X=<u+0)=0,683;
ep(u-20=<X=<pu+20)=~0,954;

ep(u-30c=X=u+30)~0,997

Preuve: admis.
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