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Nombres Complexes.

Inkroduckion

Deux axes principaux ont motivé l'introduction des nombres complexes, enfin et surtout des nombres imaginaires:

« la résolution d'équation:
En travaillant a la résolution des équations du troisieme degré, certains mathématiciens (Tartaglia et Cardan, XVI°
siecle) ont eu l'idée d'introduire, comme intermédiaire de calcul, un nombre imaginé, dont la propriété est que son
carré vaut —1. En utilisant cette astuce de calcul, cela leur a permis de mettre au point des formules permettant de
résoudre les équations du troisicme degré.
L'idée vient alors petit a petit de voir si on ne pourrait pas généraliser 1'utilisation de cette astuce, comment la
généraliser, dans le but de déterminer des formules permettant de résoudre toutes les équations polynomiales.

« la volonté de munir les couples d'une multiplication:
L'objectif était de définir un produit sur les couples de nombres réels, donc munir R xR d'une multiplication.
Définir le produit par (x; y)x(a; b) = (x a; y b) n'amenait a aucune propriété ni interprétation satisfaisante.
Ainsi, dans la volonté de respecter les propriétés classiques (élément neutre, produit nul, distributivité,...), la défini-
tion satisfaisante est (x; y)x(a; b)=(xa—-yb; xb+ay).
Ainsi:

0 (1;0)x(a; b) = (a; b)x(1;0) = (a; b)

0 (x; y)x(a; b) =0 si et seulement si (x; y) = (0; 0) ou (a; b) =0
xa-yb=0

En effet on obtient le systeme { xb+ya=0"

X y
Si (x; ¥) = (0; 0), on a le produit nul. Sinon, il vient b= —a avec y #0 ou a = — b avec x # 0 (au moins un des
y x

X X +y?
deux est non nul puisque (x; y) # (0; 0) et il vient donc x x —a +ya =0 d'ou a( ] =0dotta=0 puisb=0.
y y
(On peut vérifier plus "rigoureusement" les cas)
...

Il vient alors (0; 1)x(0; 1) = (=1; 0) et ainsi le carré d'un couple est égal a "—1".
De fil en aiguille, une théorie a été construite pour étre pleinement acceptée et de plus en plus utilisée a partir de 1800.

De gauche a droite:
Cardan, Tartaglia, Abel, Cauchy et Gauss (source: wikipedia)
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Existence

Théoréme-Définition (admis)

Il existe un ensemble, appelé ensemble des nombres complexes, noté C, tel que:
* R est identifié a un sous ensemble de C
* C est muni d'une addition + et d'une multiplication x qui prolonge celles définies sur R
* C contient un élément, noté i, tel que i2=-1
* Tout nombre complexe z s'écrit de maniere unique sous la forme x + i y, ou x et y sont des nombres réels.
Le réel x s'appelle la partie réelle de z, notée Re(z) et le réel y s'appelle la partie imaginaire de z, notée Im(z).
Cette écriture d'un nombre complexe z est appelé écriture cartésienne ou algébrique du nombre z.

Comséquemces:

@ tout nombre réel a est identifié¢ au nombre complexe a + i x0, noté a

@ les nombres de la forme O + i y, notés i y, sont appelés les imaginaires purs.

Pour tout y réel, (i y)* = —y>.

o Critere d'égalité:
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et leurs parties imaginaires
sont égales deux a deux.
x=x'

Onécrit: z=z'<x+iy=x'+iy' <:>{
y=y

Propriétés algébriques
Regles de calecul

1. Addikion:

Soient z=x+iyetz'=x'+iy' deux nombres complexes écrits sous forme algébrique, avec x, y, x', y'des
nombres réels.
La somme des nombres complexes z et z' est le nombre complexe noté z+z'telque z+z'= (x +x") +i(y + ) .

Justification: Les nombres (x + x') et (y + y') sont des réels donc le nombre complexe (x + x') + i(y + y") est écrit sous
forme algébrique. Il est bien défini et est unique.
Pour z et 7' réels, on retrouve 1'addition dans R. La définition donnée prolonge donc 1'addition dans R.

Exemples:
(2 3 ) (O = ) = e
L i 2 NV 2 o

Soit z = x + i y un nombre complexe avec x, y des nombres réels.
Il existe un unique nombre complexe noté —z appelé opposé du nombre z tel que z + (-z) =0.
Ona-z=-x-1iy.

Justification:

Le nombre —x — i y = (—x) + i (—y) est bien défini et est unique. De plus
x+iN+(x-iy)=x-x)+i(y-y)=0+0i=0.

Exemples:

L'opposé de 2 +3iest .c.oevenenininininninnnnne. .

L'opposé de (1 = V2 ) +i(V3 = 1) €St c.ooiviiiiiiiiiiiiiiiceie, )
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2. MutEipLicaEicn:
Produit:

Soient z=x+iyetz'=x'+iy' deux nombres complexes écrits sous forme algébrique, avec x, y, x', y'des
nombres réels.

Le produit des nombres complexes z et z' est le nombre complexe noté z z' ou zxz' tel que
zZ'=(@xx'—yy)+ixy' +yx").

Preuve:
7z'=(x+iy)(x'+iy'") or comme dans R, dans C, la multiplication est distributive par rapport a I'addition;

Comme xx'—yy'etxy'+x'ysontdes ...........o.eevennnnn. , le nombre z z' est donc écrit sous sa forme algébrique
X + Y. Cette forme est unique.

Exemples:
(2 3 0) (5 m 0) = e .

(T4 V2 48) (14 V2 )= it )

Inverse:

Soit z = x + i y un nombre complexe non nul avec x et y des nombres réels.
1 1
Il existe un unique nombre complexe noté — appelé inverse du nombre z tel que zx —=1.
Z 2z
1 1 X—iy
On aalors — = = .
z x+iy x*+y?

Preuve:
X—iy x y . -
= +1i est bien défini et

x2+y2 x2+y2 2

Si z#0, alors (x; ) # (0; 0) donc x> + y* # 0. Le nombre complexe

X

et sont des réels. Il est unique.

x2+y2 x2+y2

écrit sous forme algébrique puisque

~|= ~(x+iy) (x—iy)= . (- = (x* + %)= 1 puisque

xX—iy 1
De plus (x + i y)
2+yr) P4y X +y 4y
@y? =iy =-y"
Remarque:
On vient d'utiliser un produit remarquable: (x + i y) (x — i y) = x> + y> € R* pour tout nombre complexe x + i y. On
retrouvera plus loin le nombre complexe x — i y comme le nombre réel x> + y*
Exemples:

1

2431
Pratiquement, on utilise la remarque précédente. On multiplie le numérateur et le dénominateur par le nombre x —i y

et on simplifie directement le dénominateur sous la forme
x%+y%
1

-2-i

Quotient: On peut alors définir le quotient d'un nombre complexe z par un nombre complexe non nul z' par
z 1

—=zx —.

! 1

Z <

Exemples:

2+3i 1
=2+3ix
1-i 1-i
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3. Produit nul
Propriété:

Soient z=x+iyetz' =x'+iy' deux nombres complexes écrits sous forme algébrique, avec x, y, x', y'des

nombres réels.
Alorsonazz'=0sietseulementsiz=0o0uz'=0 sietseulementsix=y=0oux'=y'=0.

Preuve :
Siz=0o0uz'=0,o0n aclairement zz'=0.

L7 1 ' 1 . 1 ' ERSC TR XX‘—yy':O
Réciproquement, supposons zz'=0 alors (xx'—yy") +i(xy'+yx)=0+0id'ou {xy'+yx'=0'

On raisonne par disjonction des cas.

l=0
*Six=0,alors il reste{yy, .
yx'=0
Ainsi
esoity=0etalorsz=0+i0etdoncz=0
0
y': —:0
e soit y#0d'ou g douz'=x"+iy'=0+i0etdoncz'=0.
x'=—=0
y
x'—=y'=0
« Soit x # 0, alors il vient ;C .
y'+—x'=0
X

x'=0
-soity:O,alors{ ,_douz'=x"+iy'=0+i0etdoncz'=0.

y Ly

xl:_yl X:—y|

y 2 .
* d'ou * etcomme — #0,alors 1 + (—) > (0 donc il vient

Y2 Y2
S I B (R e ) '
X X

* soit y # 0, alors

l=0
{;'_0d'oﬁz'zx‘+z’y'=0+ziOetdoncz'=0.

Dans tous les cas, ou z=0ou z'=0 . Cqfd.
Remarque : Les calculs dans les systemes sont des calculs dans I'ensemble des nombres réels !

Applications: On résout dans C les équations comme dans R. On se ramene a des équations produit nul.

Résolvons par exemple 72> = -3 dans C.

La résolution d'équations dans C sera plus amplement développée au paragraphe équations.
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4. Puissances

Soit z un nombre complexe.
On définit par récurrence sur n € N, la suite des puissances n-ieme du nombre z par

el
7" = zx 7" pour tout entier naturel n ’

1 1
Side plus z#0 , on pose z ' = — et pour tout entier naturel n ,z " = —.
z 7"
Exemples:
(24 3 ) o oo
(L= 0] = et
Remarque :
Les puissances de i :
= A B= . = s ke
= P= P=. = skez
2= = 0= 2= s kez
P i'=. M= = s kez

Vocabulaire cam[pl.exe :

1. Conjugué
Soitz=x+iy,avec x R et y € R, un nombre complexe. Le conjugué du nombre z est le nombre noté z tel que
Z=X—i y.

Ainsi Re(%) =Re(z) et Im(%) =-Im(2) .
Exemple:

x+1—-dy+3d)=iceenenn.. Flheiiirannnnn. s avec x et y réels.
Application:

On remarque que pour tout nombre complexe z=x+iy,zz=(x+iy) (x —i y) = x> + y* comme cela a déja été montré
a la définition de l'inverse.

On utilise alors, en particulier, le conjugué pour le calcul de quotients.

-1+2i

2-3i

2. Module :

Soitz=x+iy,avec x eR et y € R, un nombre complexe.

Le module du nombre 7 est le nombre réel positif noté |z | défini par ‘z ‘ = \/ 2+yr = \/ Re(z)? + Im(z)? .

Exemples:

@ .crouzet CC20.
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?rcprié&és :

CC2018

1. Conjugué

Soit z et z ' deux nombres complexes.

N = e (Z+Z )= i
1 Z
ezZ'= .l o — = ... ;2+0 -(—): ..................... 0 72'+0
Z z'
T pour tout entier relatif n et 7+ 0 sin <0.
CZHZ= e ©Z—Z= i
«z=7zsietseulement $izest ............... ez=—zsietseulement $izest ..................
© 22T e
Preuve:
Exemples:
c (2430 = (1 = 50) = e .
(2= D) (2 D) =
2. Module :
Soit z et z' deux nombres complexes et k un nombre réel.
*|zl=0sietseulement si..................... elzl€ ...
o |—zZl= .ol . z| B 000000000000000
kel= k= =0
o lkzl=1kllz| = . *lzz'=zl Iz
—kl|z] sik<O
2 =i
1 Z
ol=l= . ,2#0 ol—|= ,2'#0
Z z'
| =i pour tout entier relatif 7.

A\ Le module n'est pas compatible avec l'addition: |z + z'| # |z | +Iz'] .

On a néanmoins la propriété:

Inégalité triangulaire: [z +z' | <z |+[Z'| .

L'égalité n'a lieu que si z=0 ou z' = 0 ou s'il existe un réel & strictement positif tel que z' =k z.

Corollaires:
e la + i b| < |a| + |b| pour tous nombres complexes a et b.
slzi+zo+ . +zhl szl +zol + .+ |zl
llzl =z =z - 2|
Interprétation géométrique: cette inégalité traduit juste le fait que la distance la plus courte pour aller d'un point a un
autre est la ligne droite.
(Voir le paragraphe suivant pour les interprétations géométriques des nombres complexes avec des vecteurs.)
En effet si A, M et B sont des points tels que Ty =2etZgs= z',alors |z +2'| = |zﬁ| =||AB|l=ABet
lZl=IIAM||=AMet|z|=|MB|=BMdoa AB<AM +BM.
Preuve:

Exemples:

(1=3) (V2 +i)|= oo, .
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Plan de Cauchy: représev&a&ion des nombres complexes

A: Représentation
On appelle plan complexe ou plan de Cauchy, le plan muni d'un repére orthonormé direct (0 ; u ; 7) .
. L — — — /s
Ainsi [lull = | VIi=let(u; V)=~ Q2m.
2
Avec des points :

—

A tout point M du plan de coordonnées (x ; y) dans le repere (0 U 7) ,on associe 1'unique complexe z dont la

forme algébrique estz=x+iy .
On dit alors que z est l'affixe du point M.

Comme un point admet un unique couple de coordonnées et un complexe une unique forme algébrique, on peut donc
affirmer qu'un point est uniquement déterminé par la donnée de son affixe, c'est a dire qu'a chaque point correspond
une unique affixe et que réciproquement un nombre complexe donné est l'affixe d'un unique point .

On note souvent z ,; ou encore m 'affixe d'un pont M du plan .

Ainsi deux points sont confondus si et seulement s'ils ont la méme affixe.
On a M = N si et seulement Si z 7 = Z .

M point d'affixe z avec z=x+iy

- ———————————=

Avec des vecteurs :

On appelle affixe d'un vecteur U , l'affixe du point M du plantel que U =O M .
On note souvent z U cette affixe.

Ainsi des vecteurs égaux ont tous la méme affixe, et réciproquement, deux vecteurs ayant la méme affixe sont
égaux.

— —

On adonc U =V si et seulement si ZU =z,

On obtient alors facilement :
« V =k U si et seulement si = sz (Colinéarité)

« L'affixe de la somme de deux vecteurs est la somme des affixes de ces vecteurs : z T ZE +z v
+

Commentaires :
On va pouvoir ainsi traduire les propriétés vectorielles des vecteurs en terme d'opérations sur les complexes.

Conséquences :
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_— s — —  —

-CommepourtouspointsAetB,onaAB:A0+OB:OB—OA,onendéduitquezﬁzzﬁ—z(ﬁzm—ZA.

— —

U=A B d'affixe ZE =ZE=Z B—ZA

3 . . ZAt+2B
« L'affixe du milieu de deux points A et B est donné par ———.

s p . . Zc—Zp
« Le quadrilatere ABCD est un parallélogramme si et seulement si z¢ —zp =25 — 24 Ou encore ——— = 1 avec
ZB—ZA
A+B.

On peut ainsi réécrire "toutes" les propriétés de géométrie plane en terme de nombres complexes. Pratiquement, on
traduit au fur et 8 mesure des besoins.

Exemples:
Soit les points A, B et C d'affixes respectivesa=-2—-i ,b=1+3ietc=5.
« Déterminons l'affixe d du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

: Interprétation géométrique

1. Du conjugué :
Les points M et M' d'affixes respectives z et z' = 7 sont symétriques par rapport a 1'axe des réels (O ; ﬁ) .

Preuve:

Pour tout point M d'affixe z, on a Ly = z'—z=1(21Im(z)).

Ainsi le vecteur M M' est colinéaire au vecteur ¥ du repere orthonormé direct (0 7 \7).

La droite (M M) est donc perpendiculaire a I'axe (O ; i)
z+z" 2Re(2)

De plus le milieu du segment [M M'] a pour affixe z ; = =Re(z) € R: le milieu du segment [M M'] est

un point de I'axe (O ; &).
L'axe (0 ; ﬁ) est donc perpendiculaire au segment [M M '] en son milieu, c'est donc la médiatrice du segment [M M '].

Par suite les points M et M' sont symétriques par rapport a 1'axe (0 ; u)

@ .crouz
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2. Du module :

Pour tout point M , O M =||O M|| = |z p] -
Pour tout vecteur U , ||U|| = |ZU‘ .

Pour tous points Aet B, AB=||AB|| = |zﬁ| =lzp—zal .

Preuve:
Le point M d'affixe z = x + i y est le point du plan de coordonnées (x; y).

Ainsi on sait que OM =[O M|l =\ x* +y* =lzpl.

De méme, comme I5=2im ol M est le point tel que O M = U, et comme |0 M| = IIUII, on a donc IIUII = |z [7| .

Enfin ||A B|| = \/(xB —xa4)?+ (s —}’A)2 et

lzp—zal=1(xp+iyp) —(Xa+iyDl=lxg—xa) +i(yp—ya)l= \/(xB —xa*+(B-ya?’ .
Exemple:

- Soit les points A, B et C d'affixes respectivesa=-2—-i ,b=1+3ietc=5.Quelle est la nature du triangle ABC ?

Applications:

Le cercle de centre ) d'affixe w et de rayon r est I'ensemble des points M d'affixe z tels que |z — w| =7.
On obtient une équation complexe d'un cercle.

Propriété:
X . . ip—XZcC cD
Pour tous points A, B, C et D du plan d'affixes respectives z4 ,zp ,2c€tzp avecA+B, = —.
ZB—ZA A B
Preuve:
. Zp-2c| lkkp-zcl CD
On a simplement = = —.
ZB—2A lzg—zal AB
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équa&ions & Complexes

A: Comme dans R :
« Equations du 1° degré: Idem a R. Toute équation qui peut se mettre sous la forme az+b=0,avecaec C etheC

donnés admet une unique solution dans C, le nombre — —.
a

« Equations produit nul: idem a R

« Equations quotient nul: idem a R.

B: équa&ioms Foljnamiates.

1. Equations du second degré i coefficients réels.

Toute équation de la forme a Z+bz+c=0aveca,b et c des réels et a + 0 admet dans C deux solutions éventuelle-
ment confondues.

Théoréme:

2. Cas général:

Théoréme (admis):
Tout polyndme de degré n a coefficients complexes admet n racines complexes, certaines racines pouvant étre
confondues.

CONSEQUEIICE: ...ttt ettt ettt et e et e et et e e et et e e

CC2018 @ .crouz
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Arguments, notation expone\r\&iette
Différentes écritures d'un nombre complexe non nul:

3. Arqument :
1. Argument :

2. Lla forme trigonométrique
3. la forme exponentielle

4. Propriétés de la forme exponentielle

@ .crouzet CC20.
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3. De l'arqument :
&%, Représem&a&tom polaire :

£, De la muLELPLEtQELOV\ par e’

: In&erpré&a&ious géomé&riques: liecux de points.

1. £qalité de lonqueurs:

2. Colinéarité, parallélisme et alignement:
3. Orthogonalité:

4. Avec L'écriture algébrique:

Exemple:
z+ 1

A tout point M d'affixe z distincte de i , on associe le point M' d'affixe z' telle que z' =
-1
Onposez=x+iyavec (x;y)#(@0; Detz'=x"+iy'.
Déterminons les expressions de x' et de y' en fonction de x et de y.
x+iy+l (x+D+iy ((x+D)+iyx—-iy-1) @x+D+yy-1)

[PREN

- 1 -1
Y- DO-D

Onaz'= = = = +i
x+iy—i x+iy-1) (x+iy-1)(x—-i(y-1) K+ (y-1)2 X2+ (y-1)?
1 12 1
Xrx+y? -y (X+5) +(y—5) -5 Xy—xy+x—y+1 x-y+1
x': = ety': = .
X+(y-1)? X2+ (y—1)? X+ (y—1)? X+ (y—1)?

On s'intéresse alors souvent aux lieux de points suivants:

* Quel est I'ensemble des points M tels que M' soit un point de 1'axe des réels, c'est a dire tels que z' €R ?

* Quel est I'ensemble des points M tels que M' soit un point de 1'axe des imaginaires, c'est a dire tels que z' € iR ?

x—-y+1
« On obtient donc z' €R si et seulement si y' =0 d'ou ——— =0
PHy-1)

Ainsipour (x;y)#(0; 1),il fautx—y+1=0douy=x+1.
On reconnait 1'équation d'une droite.
Ainsi z' €R si et seulement si le point M appartient a la droite d'équation y = x + 1 privée du point de coordonnées

©; D).
1)2 12 1
o , (s +l-3) -3
+ Le nombre z' est un nombre imaginaire si et seulement si x' =0 d'ou =0.
X+ (y-1)%

1\ 12 1 1\ 12 (V2 )
Ainsipour(x;y);t(O;l),ilfaut[x+ E] +(y—5) —£=0c‘estédire (x—[—;]) +[y——] =[—1.

2 2
V2

1 1
On reconnait I'équation d'un cercle, le cercle de centre [— - —] et de rayon
2 2

11 V2
Alors z' est un imaginaire si et seulement si le point M appartient au cercle de centre (— —; —) et de rayon ——, privé
2 2 2

du point (0 ; 1).

: Transformations du plan et nombres complexes

0). Application du plan dans lui-méme et fonction complexe:

1). Translations:

@ .crouz
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Un point M' est l'image d'un point M par la translation de vecteur U si et seulement si M M' = U.
Par suite un point M' est 'image d'un point M par la translation de vecteur U si et seulement si 7y — z 7 = Zg-

Ainsi z )y =z + 2 que l'on €crit plutdt z' =z + b avec b = z;;.
Définition:

La fonction complexe f :z+ z' =z + b avec b € C donné est l'expression complexe de la translation de vecteur U
d'affixe b .

2). Homothéties:

Un point M' est l'image d'un point M par I'hnomothétie de centre € et de rapport  si et seulement si QM =k QM.

Par suite un point M' est I'image d'un point M par I'homothétie de centre () et de rapport & si et seulement si

im —2a=k(zy —zo) dolzy =k(zy —20) + Za.

On écrit plutdt z' = k(z — w) + w avec w =z q.

Soit f la fonction complexe définie par f:z— z' =k z+ b avec k e R\{1} et b € C donnés.

On associe a f la fonction du plan dans lui méme qui a tout point M d'affixe z associe le point M"' d'affixe z'.
Remarquons que f admet un unique point fixe (ou invariant) c'est a dire un unique point Q d'affixe w tel que f(w) = w.
On résout z = f(2).

b
On obtient z=kz+ b d'ou z(1 —k)=b et ainsi z = est I'unique solution de 1'équation z = f(2).
b
On pose alors w = ——.
1-k
b(1 -k b b
Onaalorsz'=f(x)=kz+ — =kz-kx _— + - =k(z — w) + w: le point M d'affixe z' est I'image du point

M d'affixe z par 'homothétie de centre () et de rapport k # 1.

Définition:
La fonction complexe f:z- z' =k z+ b avec k e R\{1} et b € C donnés est I'expression complexe de I'homothétie de

centre Q) d'affixe w =

et de rapport k.

3). Rotations:

4). En conclusion:
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3. Racine n-éme de 1'unité:

Définition: Soit n un entier naturel non nul.
On appelle racines n¢ de 1'unité, les n racines du polyndéme z" — 1 ou les n solutions de 1'équation 7" — 1 =0 ou 7" = 1.

Théoréme:
L 2kn
Pour tout entier naturel 7 non nul, les racines n¢ de 1'unité sont les e‘ = pour ke {0;1;...;n - 1}.

Partie A:

Partie B:
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